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Resumen

Los sistemas de reescritura abstracta son la manera estandar de dar una
seméntica operacional (small-step) a un lenguaje de programacién. Estudiarlos
a nivel abstracto, olvidando los detalles de un calculo en particular, da buenos
frutos ya que muchas propiedades y teoremas son reusables entre lenguajes
distintos.

Algunos lenguajes tienen una ejecucién probabilista. Para modelar esto,
existen nociones de sistemas de reescritura probabilista. Sin embargo, la defi-
nicién mas usual de los mismos no permite no determinismo en su reduccién
y, tal vez como consecuencia, propiedades como la confluencia en este tipo de
sistemas estan poco estudiadas.

Proponemos una nocién de sistemas de reescritura multiprobabilista que
permite no determinismo en la reduccién, mostrando cémo generalizan a otras
nociones pero permitiendo a la vez nuevos comportamientos. En particular,
permiten modelar un lenguaje probabilista sin fijar una estrategia de reduc-
cion. Damos dos ejemplos de lenguajes concretos interesantes que pueden mo-
delarse con estos sistemas.

Basandonos en trabajo previo, se define una nocién de confluencia de dis-
tribuciones. Por el lado tedrico, estudiamos esta nocién abstractamente junto
a sus consecuencias, simplificando los diagramas a demostrar y traspasando
teoremas clasicos de confluencia a la nueva nocién, obteniendo criterios sim-
plificados para decidir si la propiedad se cumple. Ademads, damos evidencia de
que nuestra representacion es general, y deberia ser ampliamente aplicable.

Por el lado concreto, brindamos dos resultados interesantes: (1) Se sim-
plifica una demostracién de una confluencia similar existente en la literatura
(2) Se destilan las propiedades necesarias para tener confluencia, dando un
célculo simple a modo de ejemplo.
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Preliminares

Introducimos algunos conceptos previos, ajenos a la reescritura, para es-
tablecer la notacidon que usaremos.

Se asumen conocimientos matematicos previos sobre teoria de conjuntos
bésica, relaciones, probabilidad, niimeros complejos y definiciones de lenguajes
por gramaticas. También, se asume familiaridad con definiciones inductivas y
cémo razonar sobre ellas.

Relativo a los lenguajes de programacion, asumimos familiaridad con el
A-cédlculo, su semantica operacional y la operacion de sustitucién que evita
capturas.

Listas

Notamos con .Z(A) al conjunto de listas sobre un conjunto base A. Las
listas sobre A tienen la siguiente definicién inductiva

reA xzse ZL(A)
[] € £(A) xz:xs € ZL(A)

Como convencién notacional, el operador de construccion ‘" asociara a
derecha. A veces usaremos la notacion [a;l,a:Q, “ee ,xn] para representar a la
lista 1 : @9 1 -+ xy H Notar que cada lista es de longitud finita. A una
lista de longitud 1 la llamamos singleton.

Definimos la concatenacion de dos listas, por recursién en el primer argu-

mento, con las siguientes ecuaciones

|+ ys = ys
(x:zs)H ys = x:(xs+H ys)

Cuando queramos expresar una lista por comprensién usaremos la notacién
[CL‘Z] . para notar a la lista
1

[33]_,932,’ : ',l‘n]

donde la cantidad n no es relevante o puede ser inferida del contexto.
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VIII PRELIMINARES

Distribuciones

Nos interesara en particular representar distribuciones de probabilidad so-
bre un conjunto A. Matematicamente, son funciones A — [0, 1] normalizadas:
la suma de las probabilidades para todos los elementos posibles es exacta-
mente 1. Las representaremos como listas. Esto fuerza a trabajar sélo con
distribuciones con soporte finito, pero permite un anélisis riguroso.

Definimos el conjunto de distribuciones sobre A, Z(A), como Z(R* x A).
Interpretamos cada (p, a) en la lista como asignar la probabilidad p al elemento
a. Sin embargo, no hay ninguna condicién de que los elementos no se repitan
o de que las probabilidades totales sumen 1. Esto es intencional.

Definimos el peso de una distribuciéon como la suma de todas sus probabi-
lidades, dado por las ecuaciones:

w([]) = 0
w((p,a):ds) = p+w(ds)

Cuando nos interese que el peso de una distribucién sea 1, usaremos el tipo
P1(A) ={d € 7(A) | w(d) =1}

que representa a las distribuciones de peso 1 (o distribuciones normalizadas). A
veces necesitaremos distribuciones normalizadas o nulas, para lo cual definimos
el tipo

Z01(A) = {d € 2(4) | d =[] Vw(d) = 1}

Representamos con aD a la distribucién D escalada por un factor de o €
R*, definida por las ecuaciones:

o] =
a((p,a) :ds) = (ap,a): ads

Podemos extender una funcién f : A — B a distribuciones (f : 2(4) —
2(B)) de la siguiente manera:

£ = ] i
f((pa) = ds) = (p, f(a)): f(ds)



Capitulo 1

Introduccion a la reescritura

“Good writing is mostly rewriting.”

—Anénimo

En este capitulo se describe la nocién tradicional de sistemas de reescritura,
sus aplicaciones, y propiedades y teoremas relevantes. Estudiamos en parti-
cular la confluencia, mostrando algunas consecuencias de la misma y criterios
para demostrarla.

Mostramos cémo los ARS son usados para modelar la seméntica de lengua-
jes de programacién tomando al A-calculo como ejemplo y dando una prueba
de su confluencia.

Luego, introducimos la propiedad de conmutacion secuencial que no es
usual en el estudio de sistemas de reescritura pero sera usada en los siguientes
capitulos.

1.1. Sistemas de reescritura — ARS

El estudio de sistemas de reescritura abstracta (ARS) se concentra princi-
palmente en las nociones abstractas de reduccion o transformacion. Ejemplos
comunes son la ejecucién paso a paso de una computacién, la simplificacién
de una férmula matematica o el recorrido paso a paso en un grafo dirigido.

Formalmente, un ARS tiene una definicién muy simple:

Definicién 1.1. Un ARS (abstract rewriting system) A es un par (A, —)
donde A es un conjunto llamado portador, y — es una relacién binaria
sobre A, llamada relacidn de reduccion (o de reescritura) (es decir, —€

P(Ax A).)

En general, usaremos la notacién infija a — b (a leerse como “a reescribe
(o reduce) a b en un paso”) en vez de (a,b) €—. Si la relacién es representada
por una letra como R, usaremos — g cuando se quiera usar de manera infija.
Usaremos, en general, las letras R, S, T, «, 8 para denotar relaciones. Podemos
definir un ARS listando todos los pares de elementos relacionados o de manera
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grafica. Al dar una definicién extensional o gréfica, se entiende que las Uinicas
reducciones posibles son las listadas, y que el portador es el minimo conjunto
que contiene a todos los elementos mencionados.

Ejemplo 1.2 (Un ARS). Sea — definida por:

a—b a—d b—ec b—e

c—a c—e d—d d—e

o, de manera grafica:

a

\b
I~

C——— ¢

do

No hay ninguna otra restriccion sobre un ARS, y por lo tanto cualquier
relacién binaria define un ARS. Sin embargo, en el estudio de la reescritura
nos interesaran propiedades relacionadas a la idea de reduccién, como son la
normalizacion (Definiciones 1.7 y 1.8) o la confluencia (Definicién 1.12)

En este capitulo, brindamos una breve introduccion al drea que deberia ser
autocontenida y suficiente para nuestros propésitos. Para un trato detallado, el
lector puede referirse a los libros (TeReSe 2003) o (Baader y Nipkow 1998). En
general, usaremos las convenciones notacionales de (Baader y Nipkow 1998).

Operaciones sobre relaciones

Dadas dos relaciones R, S C A x A podemos formar nuevas relaciones a
partir de ellas. La composicion se define como:

R-S={(a,c)|Fb.a »r bAD—g c}

Intuitivamente, a —g.s ¢ cuando a puede ir a c reescribiendo via R y lue-
go via S. También, podemos definir nuevas relaciones variando la cantidad de
pasos o la direccion.
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=0 = {(z,7) |z € A} relacién identidad

N composicién de (n + 1)-pasos
-1 = {(bya)|a—b} inversa

— = 1 inversa

- = —u=0 clausura reflexiva

=T = Ujeny+ —° clausura transitiva

—* = =ty clausura reflexiva-transitiva
— = = U<+ clausura simétrica

La clausura reflexiva transitiva —* también puede definirse inductivamente
por las siguientes reglas de inferencia:

a—b b—=*c
a—*a a—*c

Ambas definiciones de —* son equivalentes, y usaremos la méas conveniente
segun el caso. Ademads, por razones de brevedad, solemos decir simplemente
“clausura” para referirnos a la clausura reflexiva-transitiva.

Cuando a —* b decimos que b es un reducto de a y a una ezxpansion de b.
Si @ =T b decimos reducto propio y expansién propia, respectivamente.

Todas estas operaciones son mondtonas respecto a la inclusiéon de con-
juntos. Es decir, que si +rC—g entonces tenemos —35C—¢, <>rC<rg, etc.
Notar que la inversién no es el complemento de la relacién, sino su simetria.

Razonando sobre clausuras

Muchas veces trabajaremos con clausuras, y los lemas siguientes seran
ttiles. Cuando una relacién — g estd contenida en —7%, decimos que — g simula
a — g, en el sentido de que cualquier paso — r puede hacerse via —g (en alguna
cantidad de pasos). Esto implica que cualquier cantidad de pasos —p puede
hacerse via —g.

Lema 1.3. 51 -=rC—§ entonces - (C—%

Demostracion. Por nuestra hipdtesis y la monotonia de la clausura reflexiva-
transitiva tenemos —53C—%¢". Luego, dado que —3"'=—7%, tenemos nuestro
resultado. |

Es facil ver, entonces, que dos relaciones tienen la misma clausura cuando
cada una simula a la otra.

Lema 1.4. —5=—% si y s6lo si wrC—5 y —+5C—5

Demostracion. Ida. Trivial. Vuelta. Usando el Lema 1.3. [ |

Ademss, la igualdad entre clausuras se mantiene al extender las relaciones.
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Lema 1.5. Si =3=—%, entonces (+r U —=7)* = (=g U —=7)*.

Demostracion. Por doble contencién usando el Lema 1.4. Para la ida, tenemos

—R —T

- { Def. clausura } C { Def. clausura }
R =T

= { Hipotesis } C { Monotonia de la clausura }
—% (=5 U—p)*

- { Monotonia de la clausura }

(—sU—p)*

Entonces, -r U —7C (—g U —7)*. Con el mismo razonamiento tenemos la
otra inclusién y llegamos al resultado. [ ]

Relaciones de equivalencia

Llamamos a una relacién de equivalencia cuando cumple las propiedades
usuales de reflexividad, transitividad y simetria. Notar que <>* es siempre una
relacién de equivalencia (y de hecho, es la menor que contiene a —).

Dada una relacién de equivalencia =, decimos que — es compatible con == si
siempre que a’ ~ a — b ~ I/, también tenemos a’ — b’. Esto puede expresarse
como = - — - = C —. Con esa idea, definimos — / = (— mddulo =)
como = - — - =. Puede demostrarse que es la menor relaciéon compatible con
=~ que contiene a —. No nos adentraremos mucho en el area de “reescritura
modulo”. El lector interesado puede referirse a (Sethi 1974) o (TeReSe 2003,
Capitulo 14).

Diagramas

A veces, la definicién de una propiedad, o incluso una demostracién, es
més clara al usar un diagrama: una representacion gréafica de las reducciones
relevantes.

Por ejemplo, para expresar que la relacién « es transitiva, podemos dar el
siguiente diagrama, donde el estilo de flecha tiene un significado preciso:



1.1. SISTEMAS DE REESCRITURA — ARS )

Las flechas con lineas enteras estdn cuantificadas universalmente y las pun-
teadas lo estan existencialmente. Un diagrama es vélido si para toda instan-
ciacién de las flechas enteras, las flechas punteadas existen.

Formas normales

Ademsds de las propiedades usuales sobre relaciones, en el estudio de los
ARS nos interesaran otras propiedades mas relacionadas a la nocién de ejecu-
cion. Seran de interés los elementos que no puedan reducir, y les daremos un
nombre.

Definicién 1.6. Un elemento b tal que no existe b’ con b — b se llama

forma normal. Si a —* b con b forma normal se dice que b es una forma
normal de a.

Podemos decir a es —-normal cuando queramos hacer énfasis en la rela-
cion. Los elementos que tengan formas normales también seran de interés.

Definicién 1.7. Si a tiene una forma normal, lo llamaremos normalizable
o débilmente normalizante (notado WN(a)).

La normalizacién débil indica que un elemento puede (pero no necesaria-
mente debe) normalizar. Mds atin, hay elementos que siempre normalizan.

Definicion 1.8. Si no existe una cadena de reduccién infinita a — a1 —
ag - - -, diremos que a es fuertemente normalizante (notado SN(a)).

Claramente, un elemento fuertemente normalizante es normalizable, pero
la inversa no vale, como lo muestran los siguientes dos ejemplos.

Ejemplo 1.9. Ejemplos de WN(a) =4 SN(a).

e

Tenemos WN(a) en ambos, pero existen las cadenas infinitas a — a —
a— - ya—a; —ay — --- respectivamente, y por lo tanto =SN(a).

al > 9 > a3 > (4

Como vimos, una reducciéon — puede ser no determinista, es decir, dado
un a podemos tener a — by a — ¢ con b # c¢. En ese caso, decimos que
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tenemos una eleccion de como reducir a a. Una propiedad deseable es que
distintas elecciones no influyan en el resultado final.

Definicion 1.10. Si para todas formas normales b1, by de a ocurre que
b1 = be, diremos que a tiene formas normales unicas (notado UN(a)).

En los diagramas del Ejemplo 1.9, tenemos UN(a), dado que b es su tnica
forma normal.

Llamamos estrategia de reduccion a la eleccién que hacemos al reducir los
elementos de un ARS. Es decir es una funcién que elige, para un elemento no
normal a, un tnico sucesor de a. La propiedad UN, entonces, implica que la
estrategia no influye en el resultado final.

Para cada propiedad P € {WN, SN, UN}, diremos que un ARS A tiene
la propiedad P cuando para cada elemento a, tengamos P(a). En ese caso, lo
notamos con A = P, o con — P si queremos hacer énfasis en la relacion.
Usaremos la misma notacién para propiedades futuras.

De estas tres propiedades, nos interesara en particular la unicidad de for-
mas normales. En el contexto de lenguajes de programacion, indica que el
programa puede evaluar a un tnico valor (o divergir), lo cual es una propie-
dad de suma importancia al asegurar que el resultado de todo programa (si
existe) estd bien definido.

Induccién bien fundada

Una consecuencia importante de la normalizacion fuerte es que vale el
principio de induccion bien fundada (WFI). Para demostrar una propiedad P
sobre todo un sistema, basta con demostrarla para cada elemento asumiendo
que es cierta para todos sus sucesores. La ausencia de cadenas infinitas implica
la consistencia de este argumento.

El principio puede expresarse con la siguiente regla, valida siempre que
A | SN (si bien simple, omitimos la demostracién).

Va. (Vb. a -t b = P(b)) = P(a)
Va. P(a)

WFI

Ejemplo 1.11. Si se considera el ARS N, de la forma

0«—1+—2<+—3+—4~—5

La induccién bien fundada coincide con la induccién usual (“fuerte”
o “completa”’) en los naturales.
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1.2. Confluencia

Esta tesina se enfoca en la propiedad de confluencia. En esta seccién la de-
finimos y mostramos algunas consecuencias utiles de dicha propiedad. Luego
mostramos criterios abstractos (es decir, independientes de un ARS en parti-
cular) para demostrarla. También damos una prueba concreta de confluencia
en el A-calculo.

La propiedad de confluencia es simple de presentar como diagrama:

a
b c

O, formalmente:

Definicién 1.12. Un elemento a es confluente (notado CR(a)') si para
todo b, c tales que a —=* by a = ¢, existe un d tal que b -* dy ¢ = d.

Intuitivamente, toda “divergencia” desde a puede “converger”. Notar que
ambos sistemas del Ejemplo 1.9 son confluentes. Ademads, notar que la con-
fluencia puede verse como una propiedad de la clausura de una relacién.

Como discutiremos mucho sobre confluencia en este trabajo, vale la pena
dar alguna terminologia especifica. Al subdiagrama formado por a,b y ¢ lo
llamaremos la parte superior. Andlogamente, el subdiagrama con b, c y d serd
la parte inferior. Entonces, diremos que una parte superior puede cerrarse
cuando exista una parte inferior para la misma. En el diagrama de ejemplo, a
es la raiz. A una parte superior con raiz a lo llamaremos un a-diagrama. Un
elemento a es entonces confluente cuando todo a-diagrama puede cerrarse.

Una de las razones mas importantes por las cuales nos interesa la confluen-
cia es porque implica, facilmente, la unicidad de formas normales.

Lema 1.13. A=CR = AEUN

Demostracion. Sean b, c dos formas normales de un elemento a. Dado que
CR(a), existe un d tal que b —* d <* c. Sin embargo, b y ¢ son formas
normales y no pueden reducir via —, por lo que concluimos b = d = c. |

!Las siglas son en honor a Alonzo Church y John Barkley Rosser, quienes estudiaron y
demostraron la propiedad para el A-cdlculo en (Church y Rosser 1936).



8 CAPITULO 1. INTRODUCCION A LA REESCRITURA

Demostrar confluencia suele ser, ademds, mas ficil que demostrar UN di-
rectamente. Sin embargo, CR es una propiedad estrictamente mas fuerte que
UN.

Ejemplo 1.14 (UN =5 CR). En el siguiente ARS:
a b
c d e
y

ocurre que todo elemento es UN, pero claramente a y b no son con-
fluentes.

Entonces, ademéas de dar la unicidad de formas normales, la confluencia
implica que toda divergencia es salvable incluso si nunca se llega a una forma
normal.

Teoria ecuacional y consistencia

Todo ARS induce una nocién ecuacional, donde la equivalencia se define
como <>*: la menor relacién de equivalencia que contiene a —. Intuitivamente,
a es equivalente a b cuando hay un camino no dirigido entre ellos.

Definicion 1.15. Decimos que a es equivalente a b cuando a <>* b.

En un sistema confluente, la equivalencia puede decidirse por la existencia
de un reducto comun. Entonces, si la reduccién es fuertemente normalizante,
la equivalencia es decidible.

Definiciéon 1.16. Un ARS A tiene la propiedad Church-Rosser cuando

todo par de elementos equivalentes tienen un reducto comun. Es decir,
a <* b implica que existe ¢ tal que a —* ¢ +* b.

Lema 1.17. Un ARS A es confluente si y sélo si es Church-Rosser.

Demostracion. La vuelta es trivial. Demostramos la ida por induccién en la
cantidad de pasos en a <>* b. El caso n = 0 es trivial ya que a = b. Asumimos
a <+ a’ «<* b. Por la HI, existe c tal que a’ —* ¢ «<* b. Procedemos por casos,
representados en los siguientes diagramas
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/ * / *

a a b a a b
\ ’ \\ \ ’
\ HI ’ \\ \\ HI /
* ’ . AN ;
\‘ ’/ S CR \‘ ’/

C *\\ /C
N /
N /
* %
P
d

(1) Sia — d, ¢ es un reducto comin de a y b.
(2) Si a < d’, usamos la confluencia de a’ para encontrar d tal que a —*
d <+* c. Entonces, d es un reducto comun de a y b. |

Una propiedad deseable de toda teoria ecuacional es que sea consistente.
Es decir, que no todos los elementos sean equivalentes, lo cual trivializa la
teoria.

La propiedad Church-Rosser provee entonces una forma muy directa para
demostrar la consistencia de una teoria (provisto que existen al menos dos
formas normales distintas).

Lema 1.18. Si A = CR y b1,bs son formas normales, tenemos by <*
by <— by = bs.

Demostracion. La vuelta es trivial. Para la ida, como by <»* by, deben tener un
reducto comin (por la propiedad Church-Rosser). Sin embargo, al ser normales
no tienen ningun reducto propio, y debe ser que by = bs. |

Notar que en el Ejemplo 1.14, tenemos ¢ y e equivalentes, siendo formas
normales distintas. La confluencia garantiza que estas situaciones indeseables
no pueden ocurrir.

Entonces, ciertamente la confluencia es una propiedad deseable, y quere-
mos demostrarla para nuestros sistemas.

Demostrando confluencia

En general, tratar de cerrar la parte superior de un diagrama no es trivial,
principalmente porque las divergencias pueden darse en cualquier cantidad de
pasos. Por eso buscamos criterios que simplifiquen la tarea.

Debe notarse que, ya que la confluencia es una propiedad de la clausura,
podemos razonar sobre cualquier otra relacién con la misma clausura. Enton-
ces, el Lema 1.4 provee un criterio para cambiar de la relacién:

Lema 1.19. Si -rC—% y -5C—}, entonces »g= CR <= —g|= CR.
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Demostracion. Por el Lema 1.4, las clausuras —7% y —¢ coinciden. Al ser la

confluencia una propiedad de la clausura, ambas propiedades son equivalentes.
[ |

Semi-confluencia

Una primera simplificacién a los diagramas es restringir una de las reduc-
ciones de la parte superior a exactamente un paso.

Definicién 1.20. Un elemento a es semi-confluente (notado SCR(a))
cuando b < a —* ¢ implica que existe d tal que b —=* d +* c. Grafica-
mente:

La semi-confluencia de un sistema implica confluencia.

Lema 1.21. A=SCR = A= CR.

Demostracion. La prueba es facil de expresar con un diagrama:

Ademas, A = CR implica A = SCR (trivialmente), con lo cual es una pro-
piedad equivalente sobre un sistema. Sin embargo, pueden no ser equivalentes
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elemento a elemento. En el siguiente ejemplo, a es SCR, pero claramente no
es CR.

Ejemplo 1.22 (SCR(a) =% CR(a)).

De todas maneras, por lo general nos interesa que la propiedad se cumpla
para todo el sistema, y no para un elemento individual. Sin embargo, puede
ser contraintuitivo.

Confluencia local

Yendo més alld, podriamos pensar en restringir ambas reducciones de la
parte superior a un sélo paso.

Definicién 1.23. Un elemento a es localmente confluente (notado LC(a))
cuando b <— a — cimplica que existe d tal que b —* d «+* c. Graficamente:

o

Habiendo visto que A = SCR <= A = CR, se podria esperar que lo
mismo ocurra con LC. Sin embargo, esto falla, como se ve en los siguientes
dos ejemplos clasicos’.

2Curiosamente, como es notado por Huet, ambos sistemas pueden verse cémo proyec-
ciones distintas de un mismo objeto tridimensional.
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Ejemplo 1.24 (LC =4 CR).

0\1
L
a——1p Sec—yg \3
R 4/
/-

e \O

Entonces, en general LC no implica CR. Pero, ambos contraejemplos dados
contienen reducciones infinitas (tanto con ciclos como sin). En (Newman 1942)
se demuestra que en la ausencia de cadenas infinitas la implicancia si vale, es
decir:

Lema 1.25 (Lema de Newman). Si A = SN y A |= LC, entonces A |=
CR.

Reproducimos la demostracién de (Huet 1980), quien usa induccién bien
fundada para obtener el resultado con facilidad.

Demostracion. Por induccién bien fundada sobre —. Supongamos que b <*
a —* ¢. Debemos cerrar b y c. Si alguna de las reducciones es de cero pasos,
es trivialmente cerrable. Si no, estamos en el caso del diagrama siguiente.

a
¥ LC (¢
:n/ kok \‘:
\‘ ’/

b HI d c

Usando la hipédtesis de confluencia local encontramos d. Por las hipdtesis
inductivas para ¢’ y ¥, son confluentes y podemos encontrar d’ y d”. [ |
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Propiedad diamante

Vimos que, en general, la confluencia local no implica confluencia. Al inten-
tar demostrar la implicancia uno observa que no se puede hacer una induccién
correcta en la cantidad de pasos. En efecto, para cerrar una divergencia de un
sélo paso pueden hacer falta arbitrariamente muchos.

Pero, ;qué sucede si no variamos la cantidad de pasos? Esto da lugar a
una nueva propiedad, estrictamente mas fuerte que todas las otras, llamada
propiedad diamante>.

Definicién 1.26. Un elemento a cumple la propiedad diamante (notado
O(a)) cuando b < a — c implica que existe d tal que b — d <+ c.

Gréaficamente:
a
b &

Notar que —f= CR <= —=*= 9.

Es claro que A = CR == A = ¢ (los sistemas del Ejemplo 1.9 son
testigo). Pero podemos demostrar la inversa de manera simple.

Lema 1.27. —= 0 = —= CR.

Demostracion. La prueba esta expresada por el siguiente diagrama:

3La propiedad lleva ese nombre no sélo por la forma del diagrama, sino también porque
es preciosa y muy dificil de conseguir.



14 CAPITULO 1. INTRODUCCION A LA REESCRITURA

N

La propiedad diamante tiene m&s consecuencias tutiles aparte de la con-
fluencia, pero no nos adentraremos en ellas ya que escapan al objetivo de esta
tesina.

Diamante débil

Si bien tiles, los diamantes son dificiles de encontrar en la naturaleza de-
bido a la restriccion de cerrar en exactamente un paso. Eso parece muy fuerte:
,qué ocurre si cerramos en a lo sumo un paso? Intuitivamente, demostrar
confluencia por induccién deberia funcionar en este caso.

Demostraremos que si podemos cerrar los diagramas en 0 o 1 pasos, tam-
bién tenemos confluencia. De hecho, implica la propiedad diamante sobre la
clausura reflexiva.

Lema 1.28. Si siempre que b < a — ¢ existe d tal que b —= d <~ ¢,
entonces -~ Q.

Demostracion. Debemos cerrar b <~ a —~ ¢ en exactamente un paso de
—=. Si ambos pasos son nulos, tenemos b = a = ¢, y reducimos b —° a <0 d.
Sia =0 b, tomamos d = ccon b — d < ¢. Si a =° ¢, tomamos d = b
con b = d < ¢. En otro caso, tenemos por la hipdtesis que existe d tal que
b —= d <~ ¢, como se necesita. |

Entonces, usando el Lema 1.27 y notando que (—~)* =—*, tenemos que

- "F0 = —-"FECR = —=ECR
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Hemos introducido a los sistemas de reescritura abstracta junto a sus pro-
piedades usuales. Le prestamos especial atencién a la confluencia (por razo-
nes obvias), y dimos varios criterios simplificados para demostrarla. Con este
preambulo, estamos listos para analizar un ARS concreto.

1.3. A-calculo y S-reduccién

Un uso estandar de los sistemas de reescritura es modelar la ejecucién de
los términos de un lenguaje de programacién. Ciertamente, el ejemplo més
comun es el A-calculo, donde la relacién de reescritura es la B-reduccion.

El conjunto A de A-términos esta dado por la gramética

M,N =z | \x.M | MN

donde x,y, ... representan variables tomadas de un conjunto infinito numera-
ble. Identificaremos a todos los términos a-equivalentes, y no nos preocupare-
mos por las capturas de variables.

Entonces, pensaremos en un ARS A, = (A, —3) donde — 3 representa
a la fB-reduccién, la cual tiene la siguiente definicién inductiva (la sustitucién
tiene su definicién usual).

R M —>5 M/
(Ax.M)N — 3 M[N/z] h Ax.M —g Ax. M’ R-A
M —)5 M/ N —)5 N/
R-AprpPL R-ArPR

MN — 3 M'N MN —3 MN'

Las reglas R-\, R-ApPL y R-APPR, que permiten reducir arbitrariamen-
te cualquier subtérmino, son llamadas reglas de congruencia (o simplemente
congruencias).

Una expresiéon de la forma (Az.M)N se denomina [-redez. Cuando un
término reduce, es por la contraccion de exactamente un (-redex presente
en el mismo. Entonces, la estrategia de reduccién es equivalente a elegir un
B-redex para cada término (que no esté en forma normal).

Ejemplo 1.29. En A, tenemos las siguientes reducciones
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(Az.zz)((Az.y)x

/

((Az.y)x)((Azy)z (Az.zx)y

B

y((Az.y)x) 5 vy

Es sabido que el A-cdlculo no es ni fuertemente ni débilmente normalizante
(Q = (A\z.zx)(Ax.zz) es el ejemplo clasico). Por el lado positivo, la S-reduccién
es confluente. Veremos cémo demostrar esto.

Demostrando confluencia para la S-reduccion

Analizar el comportamiento de una secuencia de pasos es dificil (aunque
no imposible), ya que los términos pueden variar de gran manera. Intentemos
entonces restringirnos a un tnico paso en la parte superior.

Primero, notamos que demostrar confluencia local no seria 1til, ya que
existen cadenas infinitas.

Una posibilidad es intentar demostrar la propiedad diamante para —g.
La mayoria de los casos son triviales aplicando congruencias y/o la hipé6tesis
inductiva. Los tinicos dos casos interesantes (llamados pares criticos) son las
interacciones de las congruencias con la S-reduccion.

(Ax.M)N

SN N

(Ax.M")N M[N/z] (Ax.M)N' MI[N/z]

Podemos cerrar el primero, en exactamente un paso, en el término M'[N/z].
Para eso necesitaremos el siguiente lema.

| Lema 1.30. Si M — g M’, entonces M[N/x] — g M'[N/x].

Demostracién. Por induccién en M —g M. [ |

Sin embargo no podemos, en general, cerrar el otro diagrama. Considere-
mos la divergencia:
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; (Az.zz)((Ax.z)y)
/ \/8.;
(Az.x)y)((A\zr.x)y) (A\z.zx)y

La unica posibilidad para cerrar es confluir a yy en un paso. Podemos hacer
esto a la derecha, pero no a la izquierda. Necesitamos exactamente 2 pasos,
para reducir cada copia de (Az.x)y. Andlogamente, podemos formar términos
que copien su argumento n veces, y necesitaremos n pasos.

Entonces, las copias de un elemento impiden que consigamos nuestro dia-
mante y — gk~ . Aun asi, podremos demostrar confluencia cambiando de
relacion.

Reduccién paralela

., Qué pasa si usamos una relacién de reescritura que puede reescribir todas
las copias a la vez? Ciertamente no pensamos en —>Z} (que no simplificaria
el problema), sino en alguna nocién de reduccién paralela que pueda actuar
sobre varios subarboles de un término a la vez.

Para esto, seguiremos la demostracién en (Barendregt 1981) (atribuida a
Tait y Martin-Lo6f) pero omitiendo las pruebas sintacticas, y dando sélo la
idea de alto nivel. El lector puede referirse a dicho libro para un desarrollo
completo.

Una forma de definir dicha reescritura paralela es la siguiente:

M Ay M N Ao N Moppy M
(Az.M)N —f+5 M'[N'/z] Ax. M g Az M
M Ay M N oy N
Rpr-APP Rr-REFL

MN —s3 M'N’ M~y M

Vemos el cardcter paralelo de la reduccién en las reglas Rp-8 y Rp-APP.
Con esta relacién conseguimos un lema analogo al anterior, pero que permite
variar también el término siendo sustituido.

Lema 1.31 (Sustitucién). Si M —f»5 M' y N >4 N', entonces M[N/z] 4
M'[N'/x].
Demostracion. Por induccién en M 55 M'. [ |

Armados con ese lema podemos demostrar que — 3 cumple la propiedad
diamante.
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Lema 1.32. —4= O

Demostracion. Por inducciéon en la forma de las reducciones. [ |

Ademsds, ya que - 5 es reflexiva, siempre podemos no reducir un subtérmino.
Entonces, puede mostrarse que —gC— 3 Una simple prueba inductiva
muestra que podemos simular — 5 con la relacién original —g.

Lema 1.33. —;C—

Demostracion. Por induccién en la forma de la reduccion. [ |

Y entonces, #—HE:HE Finalmente concluimos que la S-reduccién es con-
fluente por el siguiente argumento:

“sE 0 = —HpsECR = —3ECR

De alguna manera, el cambio de relacién fue para buscar una forma de
hacer induccién apropiada sobre los pasos de — 3. Existen maneras mas di-
rectas, pero son considerablemente mas complejas. Otras opciones, en general,
son descomponer la relacién de alguna forma (—=—1 U —9, »=—1 - —9,
...) en subrelaciones confluentes e intentar componer sus confluencias (lo cual
no siempre es trivial).

1.4. Conmutacion secuencial

Una propiedad no tan usual de las relaciones de reescritura, pero que sera
muy usada en los capitulos siguientes, es la conmutacion secuencial.

Definiciéon 1.34. Decimos que una relacién a conmuta secuencialmente
con S (o que conmuta sobre ), y lo notamos « 4 3, si

B-aCa-B

Intuitivamente, esto implica que las reducciones de o pueden moverse sobre
las de 3, y realizarse primero. Notar que esta propiedad no es simétrica.

Es importante no confundir esta propiedad con la conmutacién usual (o
paralela, que podria notarse a || 3) de a y 3, que es equivalente a a~! - 3 C
a-B7! (y es una propiedad simétrica)*. La diferencia se puede ver graficamente
en la Figura 1.1, donde usamos nuestra convencién notacional usual.

La conmutacién secuencial se mantiene al aumentar las cantidades de pa-
S0s.

4Paradéjicamente, la conmutacién paralela es muy usada en estudios de confluencia,
pero no le daremos uso.
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Conmutacién paralela Conmutacién secuencial
p B
a b a ~ b
a all B et a a-p Ja
: '
C----------- - d C----------- - d
B B

Figura 1.1: Diferencia entre conmutacién paralela y conmutacién secuencial

Lema 1.35. Si a5, entonces a4 8™ y o™ 4 5.

Demostracion. Para el primer resultado, damos una prueba grafica en el si-
guiente diagrama, donde cada cuadrado esta justificado por la hipdtesis.

. ﬂ . B > . . IB
a a a o a
i V " V
B p B
Para el segundo, la prueba es andloga. (O por induccién en m y n). |
Lema 1.36. Si o 1 3, entonces o 4 8 y o = B*.
Demostracion. Anéloga al Lema 1.35. |

Cuando queramos demostrar una conmutacién con una clausura, podemos
dar un criterio (equivalente) simplificado.

Lema 1.37. Si 8- a C - 8%, entonces a - 3*.

Demostracion. Damos una prueba gréafica en el siguiente diagrama, donde
cada cuadrado esta justificado por la hipdtesis, y usamos la transitividad de

B
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(O por induccién en la cantidad de pasos) [

Andlogamente tenemos un lema dual:

| Lema 1.38. 5i 8- a C a*- 3, entonces o* - B.

Demostracion. Anéloga al Lema 1.37. [ ]

Cuando las clausuras de dos relaciones conmutan, la clausura de su unién
puede descomponerse facilmente:

| Lema 1.39. Si a* 4 p*, entonces (U 5)* = a* - 5*.

Demostracion. Por doble contencion. La direccion O es obvia. Para la otra
direccion, tenemos que a _ﬁ;uﬁ c. Procedemos por induccién en la cantidad
de pasos. Si la reduccién es vacia, el resultado es trivial. Si no, existe un b tal
que a —qug b =7, 3 C- Por la hipétesis inductiva sabemos que existe un o’ tal
que b =XV —>E c. Hay dos casos para la primera reduccion:

ma—ab
Componiendo con la hipdtesis inductiva es claro que a —7% v/ —>’[3 c.

" a—p b
Tenemos a —5 b —7 b'. Por la conmutaciéon de o* sobre 3*, existe un
v tal que a —7, b =7 V. Componiendo con b’ —7 ¢ llegamos a nuestra
meta. [ ]

Este ultimo lema serd de utilidad, ya que indica una forma de descomponer
una relacion cuando encontremos una conmutacién “interna’”.



Capitulo 2

La necesidad de probabilidad

“Todo lo que pueda ir mal, ird mal.”

—Ley de Murphy

Existen sistemas en donde la nocién de reduccién tiene un comportamiento
probabilista, y no puede saberse con certeza el resultado de las mismas. Los
ARS tradicionales no pueden expresar a estos sistemas. En este capitulo se
describen los sistemas de reescritura probabilista (PARS) que si pueden.

Motivados por nuestro interés en los lenguajes de programacién, anali-
zamos la expresividad de esta nocién. Descubrimos que no pueden expresar
congruencias, ni ninguna nocién de eleccién no determinista.

Finalmente, mostramos un calculo cuantico existente que si permite elec-
ciones no deterministas, y no puede ser modelado como un PARS. Concluimos
que hace falta una nocién més rica de reescritura probabilista, la cual serd pro-
vista en el siguiente capitulo.

2.1. Sistemas de reescritura probabilista — PARS

En la naturaleza existen procesos probabilistas, los cuales queremos mode-
lar y estudiar. Ejemplos son el tirar una moneda o un dado, las caminatas al
azar y los lenguajes de programacién con primitivas aleatorias. Un ejemplo de
particular interés es la computacién cuantica, en donde el proceso de medicién
es inherentemente probabilista.

En dichos procesos, un elemento puede tener distintas formas de reducir
las cuales no controlamos (cominmente, esto se llama eleccidn demoniaca).
Ademas, cada posible resultado tiene una probabilidad asociada, convirtiendo
a la reducciéon en una nocién cuantitativa.

Modelaremos estos comportamientos como sistemas de reescritura. En un
ARS, la reduccién es cualitativa (un elemento a o bien reduce a b o bien no lo
hace) y consideramos poder elegir cuél reduccién ocurre (eleccion angelical).
Entonces, esta nocién de sistema de reescritura no es adecuada, y se necesita
una nueva.

21
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Para conseguirla, serd necesario cambiar la representacion de la relacion
de reduccién. Claramente, el tipo P(A x A) no da a lugar a ninguna nocién
cuantitativa.

Notamos que una relacion de ese tipo es isomorfa a una funcién de tipo
A —- A — {0,1}, es decir, un predicado que para cada a y b indique si a
reduce a b o no. Para generalizar esta nocién, podemos variar el codominio:
en vez de tener sdlo dos opciones, deberiamos poder permitir un continuo de
“erados” de reduccidn.

Entonces podemos modelar nuestra reduccién con una funcién de tipo
A — A —[0,1], donde [0, 1] representa al intervalo cerrado de todos los reales
entre 0 y 1, inclusive.

Pero no toda funcién de ese tipo tiene significado probabilista. Dado un
elemento a, debe o bien no reducir o bien sus sucesores tener probabilidades
que sumen exactamente 1. En definitiva, cada elemento a tiene una distribu-
cion sucesor asociada (posiblemente nula), y podemos tomar una funcién de
tipo A — @071(14).

Implicito en el hecho de usar listas es que cada distribucién tiene un so-
porte finito. Es decir, si pensamos a d como una distribucién matematica, el
conjunto {a € A | d(a) > 0} es finito. No pensamos que esto sea una limitacién
importante para modelar lenguajes de programacion, y lo mismo es cierto en
otros trabajos (Selinger y Valiron 2005; Di Pierro, Hankin y Wiklicky 2005).

Una definicién de sistema de reescritura probabilista que sigue este espiritu
se encuentra en (Bournez y Kirchner 2002). La exponemos aqui, adaptada a
la representacién de listas.

Definicién 2.1. Un PARS (probabilistic abstract rewriting system) A es
un par (A,—) donde A es un conjunto llamado portador, y — es una
funcién de tipo A — Zp1(A), lamada funcidn de reduccion probabilista.

Llamaremos terminal a un elemento a con distribucién sucesor nula. Asu-
miremos que no hay elementos repetidos en las distribuciones sucesor. Cuando
(p,b) aparezca en —(a), decimos que a reescribe a b con probabilidad p y lo
notamos a —, b.

Ejemplo 2.2 (Ejemplo de PARS). Sea A el PARS dado por

a —0.3 b a —o7 C C —1 d

b —0.5 C b —0.5 d

El elemento d es el tinico terminal. Graficamente, podemos dar la siguiente
representacion.
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» Z
N ‘A

0.5
&
d

Considerando secuencias de muchos pasos, decimos que a reescribe a b en
n > 0 pasos con probabilidad p (notado a —p b) cuando exista una secuencia
de reducciones validas

b

a —p, t1 —py t2 —py - —p, b
con p = Ilp;. Como se espera, notamos a — b cuando exista un n tal que
a —, b. Cuando sélo queramos indicar que existe una probabilidad p mayor
a cero tal que @ —, b, notamos a — b, y andlogamente para a =" by a —* b.

Ejemplo 2.3 (Monedas). Podemos formar un PARS que modele lanzar
monedas. Nuestro conjunto portador son los términos generados por L en
la siguiente gramatica.

L == C;L]|e
C == %|v
v = h]|t

donde h y t representan cara y cruz (los llamamos valores), € es la cadena
vacia y % una moneda lanzada. L representa entonces una secuencia de
lances o valores. La reduccién ird de izquierda a derecha. Inductivamente,
la definimos como:

C —,C
*;C =)0 h; C *;C =2 t;C v;C —p v; C'

Notamos con %" a la secuencia de n lances %. Podemos ver entonces
3 n n n 7 3
que para cualquier n, %" —7 Jon V", para cualquier secuencia de n valores
v". Ademds tenemos:

ik 2 hik ik —>%/4 hih ik —>%/4 t;h
*ik o Gk kik =T, kit ik =, Gt

Notar que —* no forma un PARS, salvo casos triviales. Como los sucesores
inmediatos de a ya suman una probabilidad de exactamente 1, no podemos
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agregar mas sucesores. Esto ocurre con cualquier propiedad, y concluimos que
no podemos tomar clausuras de ningun tipo.

En otras palabras, un elemento no terminal de un PARS estéd saturado y
no puede extenderse.

Arboles de computacion

Una ejecucion en un PARS no puede representarse como una secuencia.
Debido a la incerteza en la ejecucién necesitamos una estructura de arbol que
tenga en cuenta los efectos probabilistas (que no controlamos).

Definicion 2.4. Dado un elemento a de un PARS, definimos los drboles
de computacion con raiz a (notado 7T (a)) inductivamente de la siguiente
manera:

Z?:l D = 1 a —p; G4 t; € T(az)
a€T(a) la, (p1,t1),- - (Pn,tn)] € T(a)

Definicién 2.5. Llamamos mazimal a un drbol T' € T (a) tal que toda
hoja es terminal. Puede formalizarse restringiendo a elementos terminales

la construccién de hojas.

Entonces, un arbol estéd formado por hojas (de elementos) o por nodos
internos de evoluciones de un elemento, considerando todas las posibilidades
segun el PARS.

Notamos con 7 a (J,c4 7 (a). En el PARS del Ejemplo 2.2 tenemos los
siguientes arboles de computacién.

Ejemplo 2.6 (Arboles de computacién).
a [a,(0.3,b),(0.7,[c, (1,d)])] [a,(0.3,]b,(0.5,¢),(0.5,d)]), (0.7, [c, (1,d)]]

Graficamente, podemos representarlos como:
a a
0.% ¥.7 0.% &.7
b c b c
\1‘ O.% wf) 1
d c d d

a
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Todo arbol induce una distribucién de probabilidad de peso 1, donde los
elementos son las hojas del arbol asociados a las probabilidades asociadas a
su rama.

Definicién 2.7. Definimos supp : T — Z;(A) por las siguiente ecuacio-
nes.

supp(a) = [(1,a)]
supp([a, (p1,a1),-- -, (Pn,an)]) = p1supp(ar1) + --- 4+ pp supp(a,)

Los arboles del Ejemplo 2.6 tienen los siguientes soportes respectivos.
[(1,a)] [(0.3,b),(0.7,d)] [(0.15,¢), (0.15,d), (0.7,d)]

Hay un orden parcial natural entre arboles, similar a la contencién. Intui-
tivamente, nos da una nocién de cuando un arbol estd “méas desarrollado”.

Definicion 2.8. Definimos el orden parcial C por las siguientes reglas
inductivas

T € T(a) Vi. a; C a
aCT [a, (p1,a1), -+ (Pny an)] C [a, (p1, 1), - -, (Pn, a7))

Cuando T C T”, decimos que T es una subcomputacion de T', o que T" es
una extension de T. Los tres arboles del Ejemplo 2.6 estdn en orden creciente.

Dado un arbol, podemos extraer la probabilidad asociada a un elemento
con la siguiente funcién, que sélo inspecciona las hojas.

Definicién 2.9. Definimos Prob : 7 x A — [0, 1] por las siguientes ecua-
ciones.

Prob(b,b) = 1
Prob(a,b) = 0 cona#hb
Prob([a, (p1,a1), ..., (Pn,an)],b) = p1 Prob(a1,b) + -+ p, Prob(ay,b)

En el tercer arbol del Ejemplo 2.6 tenemos Prob(7,d) = 0.85. Notar que
Prob no es monétona respecto a C. Llamamos a dos arboles equivalentes
cuando asignen la misma probabilidad a cada elemento.

Definicién 2.10. Dados 71,75 € T(A), decimos que son equivalentes si
para todo elemento ¢ tenemos Prob(T7, ¢) = Prob(Ty, ¢).
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2.2. Programas probabilistas

Nuestro interés en la reescritura probabilista es modelar lenguajes de pro-
gramacién con la misma cualidad, de los cuales existen varios ejemplos (Se-
linger y Valiron 2005; Dal Lago, Masini y Zorzi 2011; Diaz-Caro y Dowek
2016).

En los ARS, vimos que la confluencia es una propiedad muy deseable al
implicar que los resultados de los programas estdn bien definidos, indepen-
dientemente de la estrategia.

En un lenguaje probabilista, no podemos tomar la seméntica de un progra-
ma como el valor al que reduce, debido a que puede no ser tinico, y debemos
considerar el conjunto de todos los valores posibles. Ademas, debemos diferen-
ciar programas que devuelvan los mismos valores con distintas probabilidades.

Entonces, para modelar apropiadamente el efecto probabilista, tomamos
la seméntica de un programa como la distribucién de sus resultados.

Traspasando nuestra intuicion sobre confluencia, esperamos que, en un
lenguaje correcto, cualquier eleccion que tomemos al reducir no tenga efecto
en esta distribucién. Esto es vacuamente cierto para los lenguajes modelados
como PARS, dado que no podemos tener la capacidad de expresar una eleccion
a la hora de reducir.

2.3. La falta de eleccion

Volvamos al Ejemplo 2.3, donde las monedas se lanzan de izquierda a
derecha. Intentemos modelar un sistema que permita elegir el orden de lanza-
miento.

Supongamos que tenemos dos monedas, y nuestro estado inicial es 2. Si
podemos elegir lanzar la primera, deberiamos tener exactamente el compor-
tamiento anterior.

*% 10 bk *Z =0tk
Ademads deberiamos poder empezar por la segunda moneda, necesitando tener
*> =15 K3 B *Z =0 kit

Aqui llegamos a un problema: las probabilidades salientes de %2 suman
2, v no 1, haciendo que estas reducciones no puedan formar un PARS. El
elemento %2 ya estaba saturado en el sistema original, y no podemos extender
sus comportamientos.

El mismo problema ocurre en un lenguaje de programacioén si queremos
tomar congruencias para la aplicacién o cualquier otra construccién binaria (o
n-aria con n > 1).

Una opcién para poder entrar en la definiciéon de un PARS es normalizar
las probabilidades de reducciéon para conseguir un total de 1, obteniendo algo
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Ccomao:

*% = bk *Z =0tk
*% =14 ki h *% )4 Kt

Sin embargo, este no es el comportamiento que se quiere modelar: las mo-
nedas no se lanzan espontaneamente, sino que nosotros queremos elegir cémo
lanzarlas. Ademads, queremos conservar las reducciones del PARS original de
manera exacta, y aqui estamos cambiando su comportamiento cuantitativo.

Resumiendo, esta eleccién no es consecuencia del efecto probabilista, y es
erroneo considerarla como tal.

Por esta limitacion, los lenguajes de programacion probabilistas (que son
modelados como PARS) deben tener un orden de reduccién fijo. Entonces,
al no haber eleccién posible, la distribucién inducida por un término es bien
definida y tnica. Esto puede formalizarse facilmente.

Lema 2.11. Sean T1,T> € T(a). Entonces existen T|,T) extensiones
equivalentes de Ty,Ts.

Demostracion. Por induccién en los arboles T1,7T5. Si 77 = a, tomar T{ =
T} = T,. Andlogamente, si Th = a, tomar 7] = T4 = T. En otro caso, tenemos
T = [a, (p1,t1), -y (Pnytn)] y T2 = [a, (q1,u1), - .., (qn, un)]. Por inversién de
la formacién de arboles, todos los sucesores de a deben estar presentes en t; y
u;. Asumamos (sin pérdida de generalidad) que estédn en el mismo orden dando
pi = q; y que las raices de cada t;, u; son iguales. Por la hipdtesis inductiva,
existen extensiones ¢, u; equivalentes dos a dos. Entonces, tomemos

T{ = [a’ (plvtll)v R (pnat;z)]
T2/ = [a7 (Q17u/1)7 R (qn7u;1)]
extensiones de T y 1. Tenemos entonces
Prob(T7,c¢) = p1 Prob(t},¢) + - + p, Prob(t], c)
= ¢q1 Prob(u},c) + --- + ¢, Prob(ul,,c) = Prob(Ty, c)
para cada elemento c. |

Entonces, en particular, si ambos arboles son maximales tenemos que son
equivalentes.

Lema 2.12 (Unicidad de distribuciones en PARS). Si todas las hojas de
T1,T5 € T (a) son terminales, entonces T es equivalente a T;.

Demostracion. Por el Lema 2.11, existen extensiones equivalentes para 717, T5.
Como toda hoja es terminal, los arboles no tienen extensiones propias, y son
por lo tanto equivalentes. |
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Este resultado no es positivo ya que queremos tener la posibilidad de elegir,
y por sobre ello poder demostrar que podemos ser liberales en nuestra eleccién.

Concluimos que los PARS no son una buena nocién para un lenguaje
probabilista, y necesitamos una que permita expresar distintas elecciones.

2.4. El calculo Q*

El célculo cuéntico Q* (Dal Lago, Masini y Zorzi 2011) permite distintas
estrategias junto al comportamiento probabilista. Debido al comentario que
cierra la seccién anterior, no deberia ser sorprendente que Q* no pueda ser
modelado como un PARS, como los autores notan en el articulo.

En esta secciéon describiremos el calculo y el criterio de confluencia que
los autores demuestran. Daremos una descripcion incompleta, centrandonos
en el comportamiento probabilista y no determinista y siendo informales con
los efectos cuanticos. La definicién completa se encuentra en el Apéndice A.

En el Capitulo 3 daremos una extensién a los PARS en la que Q* puede
modelarse. Primero, damos una descripcién breve de la computacién cuantica.

Descripcion breve e informal de la computacion cuantica

La computacién cuantica es un modelo de la fisica cuantica, sobre la cual
no entraremos en mucho detalle'. Simplificando, podemos decir que existen
los qubit base |0) y |1). Todo sistema cudntico (de un qubit) estd formado
por alguna superposicion de los mismos, es decir, un vector normalizado de la
forma a |0) + 8|1) (con a, 8 € C tales que |a|* + |8]* = 1). Los valores o, 3 se
denominan amplitudes.

Podemos obtener estados base con facilidad. Para transformarlos y obtener
estados mas interesantes hay dos opciones: aplicar una compuerta o medir.

Las compuertas son necesariamente transformaciones lineales que preser-
van el médulo (llamadas unitarias). Por ejemplo, la compuerta de Hadamard
H transforma a cada qubit base a una superposicion de ambos con igual am-
plitud.

HO) = Lo+ L)
HIL) = Loy - L]

Un qubit también puede medirse lo cual (ademds de dar un resultado) hace
colapsar las superposiciones (modificindolas) a algin qubit base, con ciertas
probabilidades bien definidas. Las amplitudes definen la probabilidad: en la
superposicién « |0) + 3 [1), con probabilidad |o|* la medicién resultard en |0)
(con resultado 0) y con |8]* en |1) (con resultado 1).

'El lector interesado puede referirse a (Nielsen y Chuang 2011).
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Para modelar lenguajes de programacién cuénticos (que incluyan a la medi-
cién), debe usarse entonces una reduccién probabilista. En general, tendremos
reglas como:

meas(a[0) +B[1)) 22 0 meas(a|0) + 5 1)) =g 1

Dijimos que los sistemas de un qubit son representados por dos nimeros
complejos, o equivalentemente, un vector en C2. En sistemas de n qubits,
el estado es un vector normalizado en el producto tensorial de los espacios
individuales C?2 ® - - - ® C2? que es (isomorfo a) C%".

El espacio tensorial permite comportamientos no locales, conocidos como
enredos cudnticos. Formalmente, podemos tener un 2-qubit (en C*) que no
puede ser descompuesto como ¢q; ® go. Un ejemplo es:

1 1
\/5(|0> ®10)) + 7
Estos estados pueden conseguirse por la aplicacién de compuertas unita-
rias. En los lenguajes, esto suele resultar en que todos los datos cuanticos
(qubits) se modelan como algo indivisible (Selinger y Valiron 2005; Dal Lago,
Masini y Zorzi 2011), aunque no es estrictamente necesario (van Tonder 2004;
Diaz-Caro y col. 2011; Diaz-Caro y Dowek 2016).
Una propiedad interesante es que es imposible duplicar una superposicion
arbitraria. Es decir, la funcién

(1) 1))

YO0) =Y

es imposible de construir, debido a que no es lineal en . Esto es conocido
como el teorema de no clonado.

Sintaxis de Q*

Presentamos un subconjunto simplificado de la sintaxis, dado por la si-
guiente gramatica (obviamos booleanos y pares).

x u= xolay ... variables

rou= rolri|... variables cudnticas

U == Up|Up|... operadores unitarios

C == 0]1|U constantes
M,N == z|r|C|MMs| z.M

| new(M) | meas(M)|!M | Nlz.M términos

Las variables que representan qubits estan diferenciadas de las estandar.
Sobre ellas, se impone una restriccién de linealidad: no pueden aparecer libres
mas de una vez. Esta restriccién estd formalizada con un juicio de buena
formacién, detallado en el Apéndice A.
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Debido al teorema de no clonado, distinguimos dos tipos de abstracciones:
lineales y no lineales. Las lineales usan sus argumentos exactamente una vez,
siendo consistentes con el teorema de no clonado.

Las no lineales si pueden duplicar sus argumentos, pero sus argumentos
deben estar suspendidos como thunks (1M ), aproximando una evaluacién CBN
(los términos M no reducen). Ademas, los thunks no pueden contener ninguna
variable cuantica. De alguna forma, estos argumentos representan computos
(que son duplicables) y no valores.

Las construcciones new y meas permiten crear y medir qubits, y las com-
puertas U nos permiten transformarlos. Notar que los qubits no estan explici-
tos en los términos, sino que serdn parte de un tnico estado fuera de los
mismos, siguiendo el modelo de control cldsico y datos cudnticos (Selinger
2004).

Semantica operacional

Definimos las configuraciones como ternas de la forma [Q, QV, M|, donde
Q es un estado cuantico, QV es un mapeo de las variables cudnticas en M
hacia el estado, y M un término.

La seméntica operacional es una reduccién probabilista entre configuracio-
nes, de la forma C' —% C’ donde p es la probabilidad de transicién? y a una
etiqueta. La reduccién permite no determinismo variando la etiqueta usada
(1.3, meas,, etc.). Podemos pensar que la eleccién de etiqueta modela cémo
hacemos avanzar al sistema, o cémo pensamos su ejecucion.

Algunas de las reglas interesantes son:

[Q,QV, (A\z.M)N] {4 [Q, QV, M[N/z]]

ce{0,1} pec=...
[Q, QV, meas(r)] —hieas, [Q, QV — {r}, (]

(Q, 9V, M| —E [R, RV, M'] [Q,QV, N| =4 [R,RV, N'|
[Q, QV, MN] =% [R, RV, M'N] [(Q, 9V, MN] =4 [R, RV, MN']

(No son relevantes aqui los detalles de Q" y p..)

De alguna forma (aproximada), las etiquetas son usadas para distinguir los
distintos redexes en un término. Usando etiquetas distintas, podemos medir
cualquiera de los n qubits presentes en el término, obteniendo una probabilidad
total saliente de n. Debido a esto, no podemos modelar Q* como un PARS.

Podriamos pensar que cada etiqueta forma un PARS por sf sola. Sin em-
bargo, aun fijando la etiqueta, una configuracion puede tener sucesores con
probabilidad total mayor a 1.

2Usamos un superindice para p, siguiendo la notacién original.
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Ejemplo 2.13 (Las etiquetas no forman un PARS).

[Q.QV, (\w.z)((M\y-fy)2)] —ip [ QV, (\y.fy)z]

Esto podria evitarse dando alguna forma a las etiquetas. Por ejemplo,
una opcioén que evitaria el problema es tomar al contexto en donde ocurre la
reducciéon como la etiqueta, aunque no es algo muy elegante. Sin embargo,
esto no es estrictamente un problema.

Arboles de computacion Q*

Para modelar el comportamiento probabilista, también usamos una no-
cion de arbol de computacion. En este caso, la expansiéon de un nodo es no
determinista, ya que podemos elegir la etiqueta.

Definicién 2.14. Dada una configuracion C en Q*, definimos los drboles
de computacién con raiz C (notado T*(C)) inductivamente® de la siguien-
te manera:

- Z?:l pi=1 C=8C t € T(C)
CeT*0O) [C, (p1,t1)y -y (Pn,ytn)] € TH(O)

La definicién es similar a los arboles anteriores, pero permitimos variar la
etiqueta a en los nodos internos. Definimos andlogamente Prob(T', C).

Notamos que todo nodo interno tiene exactamente 1 o 2 hijos. Para meas,
hay exactamente dos sucesores debido a que la variable cuantica r debe apa-
recer exactamente una vez en el término. En otro caso, si bien podemos tener
muchos sucesores por la misma etiqueta, toda reduccién tiene probabilidad 1,
forzandonos a tomar uno sélo.

Observacién 2.15. Sélo por este ultimo hecho sobre meas, es que tie-
ne sentido la definicién. Si una variable r pudiera aparecer dos veces
podriamos expandirla en puntos distintos, o incluso sélo considerando el
caso de resultado 0 y no el de 1.

En el siguiente capitulo daremos una nocién de sistema de reescritura que
puede modelar a Q*, y tiene un enfoque algo mds elegante en cuanto a las
etiquetas y conjuntos sucesor. En dicho sistema podremos simular a todos los
4drboles Q*.

3Los autores también razonan sobre drboles infinitos, usando una definicién coinductiva.
Seremos informales con respecto a los mismos.
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La confluencia de Q*

Debido a que en Q* recuperamos una eleccién a la hora de reducir, una
nocién de confluencia vuelve a tener importancia.

Los autores demuestran una propiedad de ese estilo que llaman confluencia
fuerte. En esencia, dice que todos los arboles maximales con la misma raiz son
equivalentes.

Teorema 2.16 (Dal Lago, Masini y Zorzi 2011). Sean T1,T> € T*(C)
maximales. Entonces para toda computacion en forma normal D tenemos
Prob(T1, D) = Prob(1», D). Ademds, la cantidad de hojas D es igual a
cada lado.

Por el momento, obviemos el comentario sobre la cantidad de hojas.

Vemos que el resultado es mas similar a unicidad de formas normales que
confluencia, por el hecho de limitarse a arboles maximales.

En efecto, el teorema no dice nada si tuviéramos algo como:

C
& RS
1 Cy
{ {
1 1

(las etiquetas omitidas no son relevantes) debido a que los dos drboles maxi-
males con raiz C' (necesariamente infinitos) no tienen elementos terminales.
Sin embargo, son irreconciliablemente distintos, y nos gustaria rechazar estos
comportamientos.

De hecho, por sobre el teorema, estos comportamientos no son posibles
en Q*. En los capitulos siguientes modelaremos Q* con otro formalismo y
demostraremos una confluencia estrictamente maés fuerte, de manera simple.



Capitulo 3

No determinismo y
probabilidad

“It should be observed first that the whole concept of a category
is essentially an auziliary one; our basic concepts are essentially
those of a functor and of natural transformation.”

—Eilenberg & Mac Lane, 1945

Como hemos visto, la nocién de un PARS no permite elegir cémo redu-
cir los elementos. Sin embargo, queremos expresar sistemas que si permitan
una elecciéon y combinen probabilidad con no determinismo como nociones
fundamentalmente distintas.

Para esto, definimos una nocién de sistema de reescritura con ambas cua-
lidades a los que llamamos MPARS y que generalizan tanto a los ARS como
a los PARS. Interesado en definir lenguajes de programacion, damos ejemplos
de cémo pueden expresarse congruencias en un MPARS.

Al recuperar una elecciéon no determinista, vuelve a tener importancia una
nocion andaloga a la unicidad de formas normales. Para simplificar la tarea de
demostrarla, usaremos una relacién de reescritura entre distribuciones, mas
liberal que la evolucién de arboles, inducida por cada MPARS. Sobre esa
relacién, definiremos una nocién de confluencia de distribuciones que implica
la unicidad buscada de manera directa.

Luego analizamos algunas consecuencias de la misma, posponiendo un
anglisis detallado sobre como demostrarla al siguiente capitulo. Ademads, mos-
tramos cémo Q* puede modelarse como MPARS y demostramos su confluencia
de manera directa a partir de un lema sintactico existente.

3.1. Sistemas multiprobabilistas — MPARS

La falta de no determinismo en los PARS se ve reflejada en el tipo de
la funcién que lo define: la distribucién sucesor para un elemento (si existe)
es Unica. Aqui descartamos esa limitacién y permitimos cualquier cantidad
natural (o infinita) de ellas, para cada elemento.

33
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De esta manera, el no determinismo y la probabilidad convivirin como
conceptos distintos. Concretamente, la probabilidad modela la evolucién in-
cierta de los elementos mientras que el no determinismo serd la eleccién de
cémo razonamos o actuamos sobre el sistema.

A esta nocién de reescritura con ambas cualidades la llamamos sistemas
de reescritura abstracta multiprobabilista (MPARS).!

Definicién 3.1. Un MPARS M es un par (A, —) donde A es el conjunto
portador y — una funcién de tipo A — P(Z1(A)) llamada funcion de
evolucion puntual.

La funcién de evolucion de un MPARS devuelve, para cada elemento a del
portador, el conjunto (posiblemente infinito) de distribuciones sucesor a las
que a puede evolucionar. De esta manera, un MPARS es una clara generali-
zacién a un PARS. Los elementos terminales son ahora aquellos a tales que
—(a) = 0.

Observacién 3.2. Dado que P(A x A) es isomorfo a A — P(A), tenemos
la siguiente correspondencia (aproximada) entre los tipos que definen a
cada sistema de reescritura.

ARS | A— P(A)
PARS | A — 2,(A)
MPARS | A — P(Z1(A))

Observacién 3.3. Un MPARS, en efecto, pone al no determinismo antes
de o sobre la eleccién probabilista, como puede observarse en el tipo de
+——. Otra opcién podria haber sido tomarla de tipo A — 2;(P(A)), donde
las probabilidades de cada conjunto sucesor estan fijas, pero uno puede
luego elegir no deterministicamente dentro de ellos. La definicién actual
puede emular a esta alternativa, y es estrictamente mas general.

La notacién a —, b para expresar que “a reescribe a b con probabilidad
p” pierde sentido en el contexto de un MPARS. Un elemento a puede tener
distintas probabilidades (o incluso la misma) de reescribir a b tomando dis-
tintas distribuciones sucesor. En otras palabras, p no es funcional en (a, b), ni
tampoco lo es la distribucién sucesor en (a, b, p). De todas maneras, y como
veremos mas adelante, no nos enfocaremos demasiado en esta relacién entre
elementos individuales.

Usamos la notaciéon a — A para expresar que A €—(a). Podemos usarla
para definir un MPARS por extensién.

1Un concepto similar fue definido en Bournez y Garnier 2005 y usado para estudiar una
nocién de normalizacién.
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Ejemplo 3.4. Sea M el MPARS dado por

a+— [(0.3,b),(0.7,0)] a+— [(0.4,d),(0.6,¢)]
b — [(0.5,¢),(0.5,d)] c— [(1,d)]

En este caso, a es el unico elemento que presenta una eleccién no
determinista, y d y e son los elementos terminales. También podemos dar
una representacion grafica:

0.3
~b

0.7

0.5 ‘
¢ O

a
e 0.5
1
0.6
0.4 \
- d

donde cada circulo representa una distribucién sucesor, compuestas por
los elementos y probabilidades obvios implicados por el diagrama.

3.2. Permitiendo distintas estrategias

Con un MPARS, podemos dar una solucién satisfactoria a la imposibilidad
de eleccién en los PARS. La limitacion anterior deja de ser un problema por
el hecho de que puede haber cualquier cantidad de distribuciones sucesor,
haciendo que un MPARS nunca esté saturado.

Ejemplo 3.5 (Continuacién del Ejemplo 2.3). Sea M el MPARS sobre

los términos de L con —— definida por:

*,L— [(3,m5L),(3,t:L)] C; L — [(pi, C; Ly)]

7

Entonces tenemos:




36 CAPITULO 3. NO DETERMINISMO Y PROBABILIDAD

*2 [(%,h; *),(%,t; *x)| kP [(%,*;h),(%,*;t)}

La estrategia de reduccién sera entonces equivalente a elegir una distribu-
cién sucesor para cada elemento no terminal. Notar que, de alguna forma, una
estrategia es un “sub-PARS”.

Yendo al contexto de un lenguaje de programacién, no hay ningun in-
conveniente en definir congruencias, permitiendo liberalizar la seméntica. A
continuacién se muestran las reglas de congruencia de A;, un calculo multi-
probabilista que sera introducido en la Seccién 5.2.

Ejemplo 3.6 (Congruencias en Aj).

UN [(pi,MiN)] R-AprPL YN [(pi,MNi)] R-ApPPR

7 7

De esta manera, si M (resp. N) reduce a m (resp. n) distribuciones
distintas, entonces M N tiene (al menos) m + n distribuciones sucesor.

En A1, podemos formar un término % tal que % — [(3,bo), (3,b1)],
con by y by formas normales distintas. Si formamos el término ¥, hay
dos reducciones posibles.

* bo

/ *bl

* %
bo %

2 b1 %

Wl [SUE ooNAw»—‘

Para modelar la ejecucién de un MPARS también usaremos drboles de
computacion. Debido al no determinismo, debemos permitir elegir distintas
distribuciones sucesor en los nodos internos (similarmente a Q*).

Definicién 3.7. Dado un elemento a de un MPARS, definimos los drboles
de computacion con raiz a (notado T (a)) inductivamente de la siguiente
manera:

- a— [(piyai)]; ti€T(a;)
a€T(a) [a, (p1,t1);s -+ -5 (Pnstn)] € T(a)
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Las nociones previas de arboles maximales y equivalentes se extienden
directamente.

Generalizando ARS y PARS

La nocién de MPARS generaliza tanto a los ARS como a los PARS. Esto
no es muy sorprendente dada la comparacién de tipos en la Observacién 3.2,
ya que Py 2 tienen inyecciones (z — {z} y = — [(1,)]). Veremos cémo,
dado un ARS o PARS A = (A, —), podemos embeberlos en un MPARS M

equivalente.

ARS Definimos —— como:

a—b
a+— [(1,6)]

Luego, es fécil ver que todo arbol de computacién T' € T (a) es una se-
cuencia de reducciones a — a; — - -+ — a, (en efecto, no hay ramificaciones
probabilistas en un ARS) y viceversa.

PARS Similarmente, para los PARS, podemos definir la evolucién de un
elemento como su tnica distribucién sucesor (o como el conjunto vacio, si el
elemento es terminal). Formalmente, definimos

Yuri=1 a—p a
a— [(pi,a)],

En este caso, los drboles de computacién 7' € T (a) son exactamente los
arboles del PARS (notar que tomamos todas las permutaciones posibles para
el lado derecho de —).

Concluimos que podemos modelar a los ARS y PARS como MPARS.

Unicidad de distribuciones terminales

Debido a la elecciéon no determinista, no es siempre cierto que un MPARS
induce una unica distribucién. Esto es facil de ver al tomar cualquier ARS
que no cumpla UN y embeberlo como MPARS. Sin embargo, hay sistemas in-
teresantes que si cumplen la propiedad. Damos un ejemplo de una divergencia
interesante.

Ejemplo 3.8. Los siguientes arboles equivalentes modelan ejecuciones
del Ejemplo 3.5.
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o/ N e e

h;h

<
o

Notar que expandimos el nodo %2 de maneras distintas.

En un lenguaje probabilista, discutimos que un programa representa una
distribucién, y no un valor puntual. Por lo tanto, tener unicidad de distribu-
ciones terminales garantiza que la seméantica los programas es bien definida y
Unica.

Entonces, demostrar la unicidad de distribuciones para un MPARS es de
gran interés. En el caso tradicional, demostrarla de manera directa resulta a
menudo dificil, por lo cual se suelen usar pruebas indirectas via confluencia.
Como los MPARS subsumen a los ARS, esperamos tener la misma dificultad.
Por sobre UN, vimos otras propiedades favorables de la confluencia.

Necesitamos entonces una nocién de confluencia adecuada a los MPARS.
Una posibilidad seria tomar una nocién de confluencia andloga a la del Le-
ma 2.11. Sin embargo, razonar sobre los arboles de computacién resulta rigido
y dificil.

Entonces, la confluencia propuesta no sera una propiedad sobre los arboles,
sino sobre una reescritura entre distribuciones, definida en la seccién siguiente.

3.3. Reduciendo distribuciones

Dado un MPARS M = (A,—), podremos conseguir un ARS tradicio-
nal Det(M) cuyo soporte son las distribuciones de probabilidad sobre A. La
reduccion en Det(M), notada —, estd definida en base al MPARS.

Para reducir una distribucién, usaremos a la funcién de evolucién puntual
para, como su nombre sugiere, evolucionar puntos individuales de la misma.
Informalmente, los puntos (p, a) pueden transformarse en pA cuando a — A.

Veremos luego (Capitulo 6) que Det(—) puede representar a todos los
sistemas que reescriben distribuciones, en un sentido preciso.

Definicién 3.9. Sea M = (A, ) un MPARS. Definimos el ARS Det(M)
(2(A),—), (lamado la determinizacion de M) donde la relacién — (lla-
mada evolucion de distribuciones) estd dada por la siguiente definicién



3.3. REDUCIENDO DISTRIBUCIONES 39
inductiva:

a— A EVOLVE ds — ds’'
(p,a):ds — pA+ ds (p,a):ds — (p,a):ds

; TAIL

Frip
(p1,a1) : (p2,a2) : ds — (p2,a2) : (p1,a1) : ds

JOIN
(p1,a) : (p2,a) : ds — (p1 + p2,a) : ds

P=p1t+p2
(p,a):ds — (p1,a) : (p2,a) : d

SPLIT
S

En la regla SPLIT, estd implicito que p1, p2 € RT. Modelamos las equivalen-
cias explicitamente para evitar informalidad (ya que es incémodo caracterizar
a los sucesores de [(1, a)] razonando médulo equivalencia). Sin embargo, mu-
chas veces no seremos completamente formales en cuanto al orden de una
distribucién (sin que esto cause riesgo alguno).

Llamaremos terminal a una distribucién compuesta solamente de elemen-
tos terminales. Notar que, debido a las equivalencias, no son formas normales
en Det(M)

Notamos con E (—p de forma infija) y llamamos evolucidn propia a la
subrelaciéon que sélo hace uso de la regla EVOLVE y la congruencia TAIL.
Definimos a S, F'y J de manera andloga, siempre incluyendo a TAIL. También,
usamos la notacién (SFJ) para S U F U J, y andlogamente para cualquier
combinacién. Notamos con ~ a la relacién (SFJ).

Al ser TAIL la 1nica congruencia, cada reduccion es formada por n apli-
caciones de esa regla y luego una aplicaciéon de cualquier otra. Cuando que-
ramos explicitar exactamente la reduccién, usaremos la sintaxis T" R donde
R e {E,S, F,J}, con su significado obvio.

Notar que ~ es una relacién simétrica, ya que FLIP se cancela a si misma
y JOIN y SPLIT son inversas. Entonces, su clausura reflexiva transitiva es
una relaciéon de equivalencia, la cual notaremos con =. Esta relacién captura
nuestra nocion de equivalencia de distribuciones. Notar que —* es compatible
con =~.

Es claro que todo paso — es o bien una evolucién propia o bien una
equivalencia, es decir, »=—»g U ~.

Ejemplo 3.10. Usando el MPARS del Ejemplo 3.4, podemos dar la si-
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guiente secuencia de evolucién de distribuciones

(La)] —p

—E

[
[
~
~

(0.3,0), (0.7, ¢)]

(0.15,¢) 015 ,d),(0.7,¢0)]
(0150,070)(0 ,d)]
(0.85,¢), (0.15,d)]

Debe notarse que la regla SPLIT nos permite realizar evoluciones parciales
de un punto de la distribucién. Es decir, dado p € (0,1) y a — A podemos
hacer

[(170')] - [(1 - D a)v (p7 a)] - (1 - D a) 1 pA

que corresponde a sOlo evolucionar “una parte” del elemento a. En efecto,
la evolucién parcial nos da una reducciéon més liberal en comparacion a los
arboles.

Notar que Det(M) puede reescribir distribuciones no normalizadas (es de-
cir, de peso total distinto a 1). Esto es intencional: si bien para modelar ejecu-
ciones de un sistema sélo usaremos distribuciones normalizadas, no requerirlo
serd conveniente para poder razonar composicionalmente. Sin embargo, y co-
mo se espera, todas las reglas preservan el peso de una distribucién.

Lema 3.11 (Preservacion del peso). Si D — E, entonces w(D) = w(E).

Demostracion. Por induccién en D — E, usando el hecho de que si a — A
entonces w(A) = 1. [ |

3.4. Simulando arboles en Det(M)

Los soportes de los arboles de computacién son distribuciones. En Det(M)
podemos simular la evolucién de (los soportes de) drboles de computacién con
evoluciones propias. Podemos formalizar esto con el siguiente lema:

Lema 3.12. Dado un MPARS M, tenemos en su determinizacion Det(M)
que:

T eT(a)
[(1,a)] =7 supp(T)

Demostracion. Por induccion en el arbol T', usando que la evolucién es mul-
tiplicativa y composicional, propiedades que seran formalizada en el siguiente
capitulo (Corolario 4.8, Corolario 4.10). [

La regla es invertible, en el sentido siguiente:
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Lema 3.13. En Det(M) tenemos.

[(1,a)] % D
3T € T(a) / D = supp(T)

Demostracion. Por induccién en los pasos de — g, usando que la evolucién es
local propiedad que sera formalizada en el siguiente capitulo (Lema 4.11). W

Sin embargo, la relacién — permite méas comportamientos, causados por
la evolucién parcial (es decir, por SPLIT).

Ejemplo 3.14. Si traducimos el ARS N, (Ejemplo 1.11) a un MPARS
M, tenemos en Det(M) que

Aun asi, cuando embebemos un ARS en un MPARS, todo elemento de la
distribucién es sucesor del elemento original.

Lema 3.15. Para la traduccion de un ARS (A,—) a MPARS, tenemos

que:
[(1,a)] = [(pi, b3)],
a —* bi

Demostracion. Por induccién en la cantidad de pasos y analizando la regla
aplicada. ]

3.5. Confluencia de distribuciones

La nocién de confluencia de distribuciones propuesta para un MPARS es
la confluencia tradicional sobre su determinizacién. Es decir:

Definicién 3.16 (Confluencia de distribuciones). Dado un MPARS M,
decimos que una distribucién D es confluente cuando sea confluente en
Det(M) (en el sentido usual) y lo notamos CR(D). Llamamos al MPARS
M confluente en distribuciones (o simplemente confluente, notado M =
CR) cuando Det(M) sea confluente.

Ejemplo 3.17. El MPARS del Ejemplo 3.5 es confluente en distribucio-
nes. Esto es facil de demostrar con un criterio que daremos luego, dado que
el MPARS cumple una propiedad diamante (Teorema 4.29). Un ejemplo
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de una divergencia interesante es:

[(1, %]
PN
[(3:hi %), (3,15 %) [(3, % R), (5, %))
E2 E2
[Gohsh), (5 st), Fo o [(Ghh), (3. t5h),
(L t:h), (550 ] (1.7 1), (3, 651) ]

Ejemplo 3.18. El MPARS del Ejemplo 3.4 no es confluente, ya que
tenemos

[(1,a)] — [(0.3,b),(0.7,¢)] [(1,a)] — [(0.4,d),(0.6,¢)]

donde la distribucién de la derecha es terminal y es claro que b y ¢ nunca
pueden evolucionar para dar e.

Demostrar que un MPARS es confluente parece (a priori) ain més dificil
que el caso tradicional. En el capitulo siguiente daremos varios criterios que
simplifican en gran manera la tarea, mostrando que no es fundamentalmente
mas complejo.

Por ahora, veremos algunas consecuencias de esta definicién (andlogas al
caso tradicional) dando fe de que es una definicién util.

La confluencia implica unicidad de distribuciones terminales

Dado un MPARS confluente, es facil demostrar que cumple con la unicidad
de distribuciones terminales. Primero, damos una definicién de la propiedad
algo mas liberal que la correspondiente a arboles.

Definicién 3.19. Decimos que un MPARS M tiene distribuciones termi-
nales unicas (y lo notamos M |= UTD) si siempre que Dy «* D —* Dy
con D1, Dy terminales, entonces Dy = D-.

Por la simulacién de arboles, es claro que UTD implica que los arboles
maximales tienen soportes equivalentes (notar que 77,75 son equivalentes si
y sblo si supp(71) = supp(73)).

Ahora, podemos recuperar la implicancia esperada.
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Lema 3.20. Si D es terminal y D —* E, entonces D = E con E termi-
nal.

Demostracion. Es claro que si D — FE, entonces D ~ E ya que la reduccién
no puede ser una evolucién propia. Ademds, E debe ser terminal, ya que
tiene exactamente los mismos elementos. Haciendo induccion en la cantidad
de pasos, conseguimos el resultado. |

Teorema 3.21. Dado un MPARS M, M = CR — M = UTD.

Demostracion. Supongamos que D evoluciona a Dy y Dy terminales. Enton-
ces, como el sistema es confluente, sabemos existe C tal que Dy —* C «* Da.
Por el lema anterior, tenemos D; =~ C = Dy, dando la equivalencia busca-
da. |

Entonces, tener UTD implica que dos estrategias cualesquiera computan
(si normalizan) la misma distribucién terminal. En otras palabras, todo “sub-
PARS” es equivalente. Por sobre ello, la nocién de confluencia rechaza diver-
gencias aun si no normalizan, como en el caso tradicional. Podemos extender
trivialmente el Ejemplo 1.14 para verlo.

Notar que podemos demostrar la unicidad sobre arboles razonando con una
nocién de evolucién més liberal (permitiendo la evolucién parcial). Entonces,
si uno rechaza la evolucion parcial, la confluencia de distribuciones es aun
adecuada para demostrar la unicidad de distribuciones terminales.

Consistencia ecuacional

Otra consecuencia importante de la confluencia tradicional es que la teoria
ecuacional no iguala formas normales distintas (y por lo tanto, si existen al
menos 2, es consistente).

Este resultado también se traslada de manera directa a las distribuciones.

Teorema 3.22. Si M = CR, entonces para todas Dy, Dy distribuciones
terminales tenemos Dy «»* Dy <— D1 = Ds.

Demostracion. La vuelta es trivial. Para la ida, notar que Det(M) tiene la
propiedad Church-Rosser (el Lema 1.17 aplica), y entonces D1 y Ds deben
tener un reducto comun C'. Por el lema Lema 3.20, debemos tener D1 = C' =
Ds. |

Entonces, si un lenguaje tiene dos formas normales distintas M y N, la
teorfa es consistente ya que [(1, M)] «4* [(1, N)].
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3.6. Q* como MPARS y su confluencia

Ademids, de poder simular ARS y PARS, un MPARS permite nuevos com-
portamientos interesantes. Como vimos en la Seccién 2.4, Q* no es modelable
como un PARS pero veremos que si lo es como MPARS.

La eleccién no determinista en Q* estaba dada por las distintas etiquetas
asignadas a las reducciones. Entonces, es natural pensar en una correspon-
dencia entre etiquetas y las distribuciones sucesor (aunque no pueda ser uno
a uno, como muestra el Ejemplo 2.13).

Embeberemos Q* en un MPARS O* equivalente. Similarmente a los PARS,
definimos — como:

C —>ff Cz Zz‘p’i =1

i

Observaciéon 3.23. Podriamos tomar un enfoque inverso y “traducir”
cada regla de reduccion Q* a una evolucién puntual. Por ejemplo, traducir

ce{0,1} p.=..
[Q, QV, meas(r)] —hieas, [Q, QV — {r},!(]

a la regla

[ <p07 [Ql, QY — {7“}, !0])7 R-MEAS

12, QY meas(rll = R, 0, Qv — {r) 1))
y la congruencia

[Q,QV, M] —E [R, RV, M']
[Q, QV, M N] =5 [R,RV, M'N]

a la regla

[Q, oV, M] — [(piv [le QVs, MZ:I)]Z
[Q, QV, MN] — [(pi, [Qi, QVi, MiN))],

R-AprPL

Aunque seria una definicién mas elegante del calculo, nos es mas con-
veniente usar la definiciéon previa en esta seccion.

Dada esta definicién, los arboles de computacién Q* (con su definicién
previa) y los drboles del MPARS Q* coinciden exactamente (la demostracién
es trivial). Por lo tanto, tenemos las siguientes simulaciones:
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Corolario 3.24. Tenemos en Det(Q*) que:

T e T*(a) [(1,a)] -5 D
[(1,a)] =% supp(T) T € T*(a) / supp(T) = D

Concluimos que Q* es modelable como un MPARS.

Confluencia de Q*

Podemos demostrar que el MPARS Q* definido anteriormente es confluente
de manera simple reusando el siguiente lema sobre sus reducciones demostrado
en (Dal Lago, Masini y Zorzi 2011).

Primero, se particionan las etiquetas en tres conjuntos: N, K y {meas,}.
La definicién exacta de cada conjunto no viene al caso, pero se encuentra en el
Apéndice A. Notamos con C' =4, €’ cuando existe a € N tal que C —% ',
y andlogamente para K.

El lema afirma algo similar a una propiedad diamante, pero con distin-
tos comportamientos segin el tipo de reduccién aplicada. Ademads, permite
“tridngulos” en donde uno de los lados no reduce.

Lema 3.25 (Quasi-One-step Confluence para Q*). Sean C, D, E configu-
raciones con C —h D, C —5 B, entonces:

1. SiaeKypek,
entonces o bien D = E o existe F tal queD—),lcF yE—>,1C F.

2. SiaeKypBeN,
entonces o bien D —>/1\fE o existe F' tal que D —>j1\/F y B —>,1C F.

3. SiaeK ypB=meas,,
entonces existe I' tal que D —? FyFE —>,1C F.

meas,

4. Siae N ypeN,
entonces o bien D = E o existe F tal que D —>/1\/F yE—>}\/ F.

5. SiaeN y = meas,,
entonces existe F' tal que D —7 FyFE _>/1\/ F.

measy

6. Si o = meas, y = meas, (conr # q),
entonces existen t,u € [0,1] y un F tal que pt = su y D —>tmeasq F
y E - F.

meas,

De este lema, y el hecho de que no hay secuencias infinitas /C, los autores
pueden demostrar la unicidad de formas normales (Teorema 2.16).
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En el contexto del MPARS O y su determinizacion, este lema tiene una
interpretaciéon mas concisa. En la siguiente definicién usamos la relacion —»p
que es un tipo de evolucién paralela que puede evolucionar a cualquier cantidad
de puntos de una distribucién (incluso ninguno, haciéndola reflexiva).

Lema 3.26. Sea C' una configuracion Q° y D y E distribuciones. Si
D +— C —— E, entonces existen D', E' equivalentes tales que D —»p D’
yE —pE.

Demostracion. Por la construccion de QF, existen etiquetas «, 8 tales que
C —h D; para cada (p;, D;) en D y andlogamente para E. Analizamos por
casos en «, 3, aplicando el Lema 3.25.

l.aeKypek.

Forzosamente, D y E deben tener un dnico elemento. Tomemos D =
[(1,Cp)] vy E=[(1,CR)].
Si Cp = Cg, no hacemos ninguna evolucién (—p es reflexiva), y clara-
mente tenemos distribuciones equivalentes. En otro caso, sabemos que
existe C'r con Cp %,1C CryCg %,1C Cr, y convergemos en un paso a
[(1,CF)] en ambas ramas.

2. aeKypeN.

Anslogo a (1), notando que si Cp —}, Cp entonces convergemos en
[(1,CE)] (aprovechando la reflexividad a la derecha).

3. o € Ky g = meas,.

En este caso, E debe tener exactamente dos elementos, resultando

D =[(1,Cp)] E = [(po, Co), (p1,C1)]

Aplicando el lema dos veces, existen Fy, F} tales que

CD —Po F() Co —)}C FO CD —P1 F1 Cl —),lc F1

meas, meas,

Por la construcciéon de Q*, tenemos

Cp — [(po, Fo), (p1, F1)]
Co — (1, Fp)]
C1 — [(1,F)]

Aprovechando que —» p puede evolucionar ambos puntos de F, conver-
£emos €n [(p()a FO)? (p17 Fl)] :

4. o € Ny € N. Andlogo a (1).

5. a € N'y B = meas,. Andlogo a (3).
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6. a = meas, y § = meas, (con r # q).

Ambas D y E deben tener exactamente dos elementos, resultando
D = [(d()aco)?(dlycl)] E = [(6070[/))7(61701)]

Aplicando cuatro veces el lema, deben existir Fj;, t;;, u;; tales que

Co _ﬂrem?l%asq Foo C’(l) —>Lr;(1)gas7- Foo
Co —kas, o1 C7 =i, Fou
1 _)ﬁlll(gasq Fio 06 %%gasr Fio
Cr —ihbas, 11 O —iias, Fun

Por la forma de la relacién, debemos tener t;o +t;1 = 1 y ug; +u1j = 1.
Luego, tenemos Cy — [(too,Foo), (t01,F01)] y andlogamente para los

otros casos. Entonces, podemos evolucionar via —p a

[(dotoo, Foo), (dotor, For), (ditio, F1o), (dit11, F11))

[(eouoo, Foo), (eou10, Flo), (eruor, Fo1), (e1urr, Fi1)]

Debido a que eju;; = dit;; (por cada aplicacién del lema), ambas distri-
buciones son equivalentes (luego de hacer un FLIP).

7. oo =meas, y } = meas, (r = q).
Ambas ramas son iguales, convergemos por reflexividad. |
En el Capitulo 4 veremos que este resultado es de hecho una propiedad
diamante e implica la confluencia de Det(Q*) (Teorema 4.29). Por el Teore-

ma 3.21, entonces, tenemos unicidad de formas normales dando el resultado
anterior sobre Q* de manera directa usando la simulacién de &rboles.

Demostracion alternativa del Teorema 2.16. Sean Ty, Ty € T*(C') maximales.
Por la simulacién del Corolario 3.24, tenemos que

supp(Ty) «* [(1,0)] —* supp(T1)

Es claro que estos soportes son distribuciones terminales, y entonces, por UTD,
tenemos supp(7}) = supp(72). Por lo tanto, T} es equivalente a Tb. |

Pensamos que esta demostracién contesta afirmativamente a la conjetura
planteada por los disenadores de Q* de que todo lenguaje que cumpla “Quasi-
One-step Confluence” serd confluente en el sentido que proponen.
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Por sobre UTD, sabemos ademés que no puede haber divergencias irrecon-
cialiables (como las que mostramos al final de la Seccién 2.4) ya que al tener
confluencia, debe existir D tal que [(1,C1)] —* D «* [(1,C%)]. Es decir, aun
para las computaciones que no normalizan, la confluencia de distribuciones
nos dice algo sobre sus arboles.

No hemos demostramos que la cantidad de hojas sea la misma, como en
el teorema original. Notando que en la demostracién nunca usamos las reglas
JOIN ni SPLIT puede demostrarse que la relacién — gp es confluente, dando
una nocién de equivalencia més fuerte que implica el resultado anterior (ya que
las hojas a cada lado deben ser exactamente las mismas, en algin orden). No
se piensa que esto tenga alguna consecuencia relevante, y no lo desarrollamos
aqui.



Capitulo 4

Demostrando confluencia

“Explanations exist; they have existed for all time; there is always
a well-known solution to every human problem — neat, plausible,
and wrong.”

—Henry Louis Mecken, 1917

Como vimos en el primer capitulo, demostrar confluencia es complicado
en el escenario tradicional. Por eso dimos muchos criterios para simplificar la
tarea. En este capitulo tenemos la misma meta para los MPARS.

Nuestros primeros resultados consisten en abstraernos lo méas posible de la
nocién de equivalencia, que es invariante de un MPARS a otro, permitiendo
un uso mas liberal de la misma. Luego, usando una descomposicién de la evo-
lucién de distribuciones, simplificamos la forma de los diagramas a analizar.
Con dicha simplificacién se generalizan de manera directa algunos resultados
tradicionales a este nuevo escenario, incluyendo un analogo al lema de New-
man. Dados estos teoremas, notamos que demostrar confluencia no parece ser
fundamentalmente més dificil que el caso tradicional.

Daremos una prueba formal a cada afirmacion, sacrificando algo de clari-
dad expositiva. Como ventaja de este enfoque, esta seccién deberia ser meca-
nizable de una manera bastante directa.

A través del capitulo, se asume fijado un MPARS arbitrario M y razona-
mos sobre su determinizacién Det(M).

4.1. Abhorrando reducciones

Al analizar confluencia de una relacién, la cantidad de pasos es en ocasiones
relevante sélo para permitir el razonamiento inductivo. El hecho de que la
confluencia local no implique confluencia, y la propiedad diamante si lo haga,
es buen testigo de esto.

Contar las equivalencias como pasos parece poco eficiente. Si pensamos
en la relacion —, veremos que rara vez podremos demostrar una propiedad
diamante. Por ejemplo, intentemos cerrar el siguiente diagrama donde a —

A.

49
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(o). (8.0
S Y

ad 4 [(3,0)] [(8.b). (o, a)]

Podemos evolucionar a la derecha a [(B , b)] +H A, pero la equivalencia con
la rama izquierda nos llevarda una cantidad arbitrariamente grande de pasos
~ (dependiendo del tamano de A).

Por otro lado, en el contexto de un calculo con congruencias se da la
siguiente situacién si M — [(3, M), (3, Ma)] y similarmente para N.

[(1,MN)]

S
[(27M1N)7(%7M2N)] [(%7MN1)7(%7MN2)]
E2 E2
(3, MiNY), (5, M1N2), (5, MiNY), (5, M2Ny),
(3. MaNy), (3, MaNo)] (3. M1N3), (3, MaN>)]

La tnica forma, en general, de cerrar la parte superior serd haciendo las
dos evoluciones mostradas, en cada punto. Por sobre eso, las distribuciones
estan en orden distinto, y hace falta un paso F' extra.

Ambas situaciones son decepcionantes ya que, intuitivamente, cerrar en dos
distribuciones equivalentes deberia ser suficiente. Ademds, deberfamos poder
evolucionar los puntos de una distribucién al mismo tiempo, ya que son alter-
nativas distintas de una ejecucién. Concretamente, las congruencias no eran
un problema para la propiedad diamante y ahora lo son.

Resolveremos ambos problemas cambiando de relacién.

Evolucion paralela

Definiremos la relacién — p llamada evolucion paralela. Esta idea es analo-
ga en espiritu a la S-reduccién paralela definida en el primer capitulo, y tiene
un propésito similar: actuar sobre varias copias a la vez.

Podemos definirla inductivamente con las reglas:
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a— A ds —pds'
(p,a) : ds —»p pA+H ds'

PARq

ds —»p ds’
(p,a):ds —»p (p,a) : ds

; PARg

Intuitivamente, una reduccién — p realiza evoluciones en algunos de los
elementos de la distribucién (posiblemente todos o ninguno). Una primer pro-
piedad a notar es que, como se espera, puede ser simulada por —g.

Lema 4.1. »pC—T7

Demostracion. Por induccién en la forma de — p.

= PAR- H .

Tenemos H —p H Concluimos por H —»% H

s PAR;.

(p,a) : ds —p pA+-ds'. Por inversién sabemos que a — Ay ds —»p ds’.
Por HI tenemos ds —7}, ds’. Entonces hacemos (p,a) : ds —7%, (p,a) :
ds' —p pA+ ds'.

= PARg.

(p,a) : ds —p (p,a) : ds’. Por inversién sabemos que ds —»p ds’. Por
HI tenemos ds —7, ds’. Entonces aplicamos repetidamente TAIL para
conseguir (p,a) : ds -7, (p,a) : ds’. |

Ademsds, claramente un paso de —»g es un paso de —»p
Lema 4.2. »gC—p

Demostracion. Trivial. [ |

Ambos lemas nos garantizan que sus clausuras reflexivas transitivas son
exactamente iguales.

Corolario 4.3. -}, =—»% y entonces »*= (—»p U ~)" = (—»p U ~)*.

Demostracion. La primera afirmacion se sigue por el Lema 1.4 usando los dos
lemas previos. La segunda se sigue del Lema 1.5. |
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Equivalencia gratis

Dado el Corolario 4.3 podriamos analizar la confluencia de la relacién (— p
U ~). Sin embargo, seguimos teniendo el problema de que las equivalencias
tienen un costo asociado. Cambiaremos a una relacion en donde esto no ocurre.

Concretamente, demostraremos que podemos analizar la confluencia de la
expansién médulo equivalencia: (—p / =).

Lema 4.4. La relacion —p es reflexiva

Demostracion. Por induccién sobre la distribucion. Para el caso base usamos
PAR- H y para el paso inductivo PARg. |

| Lema 4.5. Las relaciones —»* y (—p / =)* coinciden.

Demostracion. Usando el Lema 1.4.
» »C (»p /)
Analizamos por casos, dado que -»=—»pg U ~.

Por el Lema 4.2, -»5C—p y = es reflexiva (por definicién). Por lo tanto
—pCr - —»p - = Ademds, ~Cx y entonces ~C~ - —p - = (porque =
y —p son reflexivas). Entonces, la unién también estd contenida.

] (—»P / z) gﬁ-)*

Como ~C—», tenemos =~C—"*. Usando el Lema 4.1 y que —»gC— tene-

mos
—»p g—»*E C—»*
Entonces,
* * *
~-»p -C»" =" —»
Por transitividad de la clausura, llegamos al resultado buscado. ]

Por lo tanto, sus confluencias son equivalentes.

Corolario 4.6. »= CR < —p / = CR

De ahora en adelante, usando este corolario, consideraremos la confluencia
de —p / =. Entonces podemos (en la parte inferior de un diagrama) realizar
una equivalencia, evolucionar a todos los puntos de la distribucién y luego
realizar otra equivalencia en un 1nico paso.

El problema ahora no parece necesariamente mas facil: seguimos teniendo
equivalencias en la parte superior, y mezcladas arbitrariamente con las evolu-
ciones. Las siguientes secciones eliminan este problema. Primero, demostramos
algunos lemas auxiliares.
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Lemas auxiliares

Notar que muchos de estos lemas también aplican a la evolucién propia
—p, dado el Corolario 4.3.

Lema 4.7 (Multiplicidad). Para o € RY, D -p E < aD —»p oF.

Demostracion. Ida. Por induccién en D —»p E.
s PAR- H Trivial.

= PARy.

Tenemos D = (p,a) : ds —p (p,a) : ds' = E. Por la premisa tenemos
ds —» p ds’. Aplicando la HI tenemos ads — p ads’. Entonces, por PARg,
tenemos (ap,a) : ads —-p (ap,a) : ads’, como se buscaba.

s PAR;.

Tenemos D = (p,a) : ds —»p pA+ ds' = E. Por la premisa tenemos
ds —p ds' y a — A. Aplicando la HI tenemos ads —»p ads’. Entonces,
por PARy, tenemos (ap,a) : ads —p (ap)A H ads’, como se buscaba

(va que (ap)A = a(pA)).
Vuelta. Aplicando la ida con o~ !. |

Por induccién en la cantidad de pasos, el lema previo se extiende a la
clausura.

Corolario 4.8. Para a« € RT, D -4 E <= aD —} aF.

Lema 4.9 (Composicionalidad). Si D —p D' y E —p E’, entonces
D+ E—»pD + F.

Demostracién. Por induccién en D —p D’.

= PAR- H .

Tenemos D = D' = [| y concluimos por la hipétesis de E —p E'.

= PARy.

Tenemos D = (p,a) : ds'y D' = (p,a) : ds’ con ds —p ds’. Aplicando la
HI a la premisa conseguimos ds+ E —p ds'+ E’. Por PARg concluimos
(p,a) :ds+ E —p (p,a) : ds' 4 E’, como se buscaba.
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s PAR;.

Tenemos D = (p,a) : ds y D' = pA+ ds’ con ds —p ds' y a — A.
Aplicando la HI a la primer premisa conseguimos ds + E —»p ds' + E’.
Por PAR; concluimos (p,a) : ds + E —p pA + ds' + E’, como se
buscaba. [ ]

Corolario 4.10. Si D —}, D'y E —7% E’, entonces D+ E —7}, D'+ E'.

Tanto EVOLVE como SPLIT no alteran el orden de una distribucion.

Lema 4.11. Si D1 H+ Do —»p E entonces existen E1, Fsy tales que E =
Ei+# Ey yD; »p E; para i =1,2.

Demostracion. Por induccién en Dy.
s D= H Tomar Ei = H y By = FE.
» D; = (p,a): D'. Analizamos segin la regla aplicada.

e PARg
Tenemos (p,a) : D'+ Dy —p (p,a) : E' con D'+ Dy —p E’. Por
la HI, tenemos que E' = E{ # E) con D' —p E| y D; —p E}. Por
PARg tenemos que (p,a) : D' —p (p,a) : E]. Entonces, tomamos
E1 = (p,a) : Ei y EQ :Eé

e PARr,
Tenemos (p,a) : D' #+ Dy —p pA : E' con D'+ Dy —p E' y
a — A. Por la HI, tenemos que E' = E} + E} con D' —p Ej
y D1 —p E). Por PAR; tenemos que (p,a) : D' —p pA + Ej.
Entonces, tomamos | = pA -+ E| y Ey = Ej. |

Lema 4.12. Si D1 # D; —5 E entonces existen Eq, Ey tales que E =
Ey+ Ey y Dy —g E; parai=1,2.

Demostracion. Si el paso es una reflexividad, el resultado es trivial. Si no, por
induccién en Dy, similar a la anterior. |

Notaremos con —»gp a la relacién (—g U —p).

Lema 4.13 (Localidad de SPLIT y EVOLVE). Si [(pi,a;)], »5p N en-

7

tonces existen E; tales que E =p1E1 H -+ pnEn y [(1, ai)] —%p Ei.
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Demostracion. Por induccién en la cantidad de pasos, ambos lemas anteriores
se extienden a las clausuras. Podemos aplicarlos iteradamente y obtener:

[(pi’ai)]i = [(p1,a1)] H+ ... H [(pn,an)] —sp B = E:Ei Ho E;z

con [(pl-, ai)] —§p E/ para cada . Por multiplicidad tenemos que [(1, ai)] —»
p%_Ez{ . Tomamos entonces F; = iE; [ |

Cambiar uniformemente los elementos de una distribucion preserva la equi-
valencia, como dicta el siguiente lema.

Lema 4.14. Sea f : A — B funcién y D ~ E, entonces f(D) ~ f(E).

Demostracion. Por induccién en D ~ FE.

= FLIP.

Tenemos (p,a) : (¢,b) : ds — (q,b) : (p,a) : ds.

Batonces (p, /(@) : (¢, F(0)) = 7(ds) — (0, FB)) : (v, /(@) : F(d5)
= JOIN.
Tenemos (p1,a) : (p2,a) : ds — (p1 + p2,a) : ds.

Entonces (p1, f(a)) : (p2, f(a)) : f(ds) = (p1 + p2, f(a)) : f(ds).

s SPLIT. Similar al caso anterior.

= TAIL. Aplicar HI. |

Corolario 4.15. Si D ~ E entonces f(D) = f(E).

Demostracion. Por induccion en la cantidad de pasos usando el Lema 4.14. B

4.2. Descomponiendo la equivalencia

Dos distribuciones son equivalentes cuando tienen los mismos elementos,
con exactamente el mismo peso total para cada uno. Esto nos indica que
podriamos decidir la equivalencia entre dos distribuciones reduciéndolas a una
forma candnica donde cada elemento aparece una uinica vez. Si bien cierto, nos
serda mas 1til un criterio de espiritu inverso.

Mostraremos que toda equivalencia puede hacerse dividiendo (con SPLIT)
los elementos de una distribucién, y luego reordenéndolos y reagrupandolos
(con Frip y JOIN). Es decir, formalmente

— 5 (FJ)*

Q

Esto es consecuencia de una conmutacion secuencial.
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| Lema 4.16. S+ (FJ)*

Demostracion. Usando el criterio simplificado del Lema 1.37 y por induccién
en la forma de las reducciones. La demostraciéon completa se encuentra en el
Apéndice B.1. [ |

| Corolario 4.17. (SFJ)* = 8*. (FJ)*

Demostracion. Aplicando el Lema 4.16 y Lema 1.39. |

Entonces, sabemos que para cada equivalencia podemos asumir que fue
hecha en este orden. Se puede demostrar que, por sobre esto, los FLIP siempre
pueden ponerse antes de los JOIN (es decir F* 4 J*), pero no usaremos este
resultado.

4.3. Evolucién y equivalencia

Estudiaremos como interactia la evolucién con la equivalencia. Demos-
tramos dos conmutaciones interesantes, que nos permitiran descomponer la
relacién —p / = a una forma més manejable.

La primera dice que siempre podemos evolucionar antes de aplicar las
reglas FLIP y JOIN. Mds atn, usando la evolucién paralela, mantenemos exac-
tamente la cantidad de evoluciones.

Lema 4.18. —p— (FJ)*.

Demostracion. Usando el criterio simplificado del Lema 1.37 y por induccién
en la forma de las reducciones. La demostraciéon completa se encuentra en el
Apéndice B.1. [ ]

Ademaés, SPLIT casi conmuta sobre la evolucién paralela: podemos mover
los pasos de SPLIT sobre la evolucién paralela (manteniendo ambas cantida-
des), pero hacen falta algunos pasos de reordenamiento luego. Esto no serd un
problema, como veremos.

Lema 4.19. »p -SCS- —p - (FJ)*

Demostracién. Analizando la forma de las distribuciones. La demostracién
completa se encuentra en el Apéndice B.1. |

El lema anterior se generaliza a la clausura.
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Lema 4.20. —»p -S* C S* —p -(FJ)*

Demostracion. Por induccion en la cantidad de pasos S. El caso base es trivial.
Para el paso inductivo, debemos mostrar que —»p -S"Tt C S+l —p (FJ)*.

—p-S. 8"

- { Lema 4.19 }
S-—p (FJ)*- 8"

C { Por el Lema /.16 tenemos también S™ < (FJ)* }
S-—p-S"-(FJ)*

S-S" —p (FJ)* - (FJ)*
- { Transitividad }
S-S —»p (FJ)* ]

El siguiente teorema enuncia un resultado de suma utilidad, ya que acota
las equivalencias a cada lado de una evolucién.

Teorema 4.21. La relacion —p | = coincide con S*- —p -(FJ)*.

Demostracion. La direccién D es trivial. Demostraremos la otra direccion.
X-—»p- &
= { Definicion }
(SFJ)* —p -(SFJ)*
C { Corolario 4.17}
S* (FJ)* —p-S*- (FJ)*
C{—pd(FI)*}
S* —=p (FJ)*- S (FJ)*
C{S*H(FI)"}
S* —p-S* - (FJ)* - (FJ)*
- { Lema 4.20 }
S* . 8% —p (FJ) - (FJ)* - (FJ)*
- { Transitividad }
S* —p (FJ)* u
Por induccién, y usando las conmutaciones anteriores, se puede demostrar
lo mismo para mayor cantidad de pasos.
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Corolario 4.22. La relaciéon (—p / =)" coincide con S*- =% -(F.J)*.

Corolario 4.23. La relaciéon (—p / =)* coincide con S*- —% -(FJ)*.

Este resultado sera de mucha utilidad, ya que ahora al analizar una parte
superior de un diagrama de confluencia, podemos asumir que las reduccio-
nes tienen esta forma. Para ilustrar el punto, podemos asumir que todos los
diagramas de confluencia tienen la forma:

D
27
Dy Do
P J l P
1 D,
(FIy| [Py
DY DY

donde debemos cerrar D} y D} usando cualquier regla.

Ma3s aun, la cantidad de evoluciones — p se preserva exactamente, lo que
nos habilitara a demostrar criterios andlogos a la propiedad diamante o semi-
confluencia.

4.4. Simplificando diagramas

Aunque acotamos su forma, la equivalencia sigue apareciendo en la parte
superior de los diagramas de confluencia. En esta seccién, nos encargaremos
de eliminarla por completo de alli, dejandola sélo como una herramienta que
podemos usar para cerrar un diagrama. En otras palabras: “la equivalencia
s6lo ayuda, nunca molesta”.

Veamos como simplificar un D-diagrama.

Cancelar Joins y Flips

Una primera simplificacién a los diagramas anteriores es notar que FLIP
y JOIN son invertibles, con lo cual podemos deshacer sus efectos. Es decir, si
podemos cerrar los diagramas de la forma:
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D
N
Dy D,
| -
Dy Dy
S
c

ya es suficiente para cerrar todos los D-diagramas. Gréaficamente, hariamos
algo como:

D
2
D1 D2
] -
- Dy
(FS)* ! (FJ)*l l(FJ)* ) (FS)*
\ L , \\ “/ , 7

Singletons

Como consecuencia de lo anterior, los Uinicos pasos relevantes en una parte
superior son SPLIT y la evolucién paralela, en ese orden. Analizaremos la forma
de D.

Tenemos D = [(pi, ai)]i, con n elementos. Como D —%p D) sabemos por
el Lema 4.13 que D} = p1 E1+- - - -+ pp By, donde para cada i, [(1, ai)] —%p Bi;
y andlogamente D) = p1 F1 H -+ H ppF.

Supongamos que cada singleton [(1, ai)] es confluente. Es decir, que po-
demos cerrar los diagramas de la forma:

. [(l,ai)]
? %
N 2
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Por multiplicidad y composicionalidad (Lema 4.7 y Lema 4.9), podemos
componer estas confluencias para cerrar D:

[(pla al)]l

pICI‘H‘ s pnCn

Por lo tanto, basta con demostrar que los elementos son confluentes para
conseguir el resultado sobre la distribucién.

Abajo con los Splits

Los SPLITs en la parte superior siguen molestando. Veremos que es sufi-
ciente con cerrar los D-diagramas de sélo evolucién. Supongamos que podemos
cerrar todo diagrama sin SPLITs para un elemento a. Es decir, que tenemos:

[(1, a)]

Si tenemos un a-diagrama con SPLITS entonces, por inversion, sabemos
algo sobre la forma de cada rama:

[(Oéia a)]i [(ﬁj’ a)]j
P* P*

arAr H - H Ay B1B1 H - 4 BB,
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Donde a -} A; y a - Bj. Los «o; y [; son arbitrariamente distintos,
pero podemos usar SPLIT para equiparar el terreno: dividiremos en la rama
izquierda como se hizo en la derecha y viceversa.

[(La)]

P* P*
o1y H - Ay BiBy 4 -4 BB
(£9)* (£5)"
1A H 4 By a1f1Br 4 a18mBm
af1 Az A ot 2B A2 af1By +H - 22fm B
anB1An + +F o fBmAn anB1B1 -i+ anBmBm

Ahora, para i,j tenemos «;3;A; por la izquierda y «;3;B; por la dere-
cha. Por la hipétesis sobre a, debe existir un Cj; tal que A; —* C;; «* Bj.
Entonces, por multiplicidad, «;3;4; —* «;3;C; ;j «* «;3;Bj. Usando compo-
sicionalidad podemos confluir en:

a1f1Ar H - H Bl 1B # - H a18mBm
asf1Ay H - H A af1Br H# - H BBy,
OlnﬂlAn H o anﬁmAn O‘nﬁlBl H o O‘nﬂmBm

R\ /
a1f1Cip H - H a4 B1Cim
a152C21 H - H apBaCam

aleCn,l H oA O‘nﬁmcn,m

cerrando nuestro a-diagrama.
Resumiendo, hemos demostrado el siguiente teorema

Teorema 4.24. Sea D wuna distribucion. Si, para todo a elemento de
D, E «% [(1,@)} —p F implica que eziste C' tal que E —* C' «* F,
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| entonces D es confluente.

4.5. Criterios

Resumiendo los resultados de la seccién anterior, vimos que para demos-
trar que una distribucién D = [(p;, ai)]i es confluente alcanza con cerrar los
a;-diagramas, con peso 1, y sin considerar ninguna equivalencia en la parte
superior. Es claro que al demostrarlo para todos los elementos a;, se sigue la
confluencia del sistema entero.

Corolario 4.25. Si siempre que D «} [(1,@)} —p E existe C tal que
D —* C «* FE, entonces M = CR.

Pero, jcomo acotar la cantidad de evoluciones en la parte superior?

La clave es notar que la seccién anterior aplica incluso cambiando —7}
por —»p, en una o ambas ramas superiores e incluso para cerrar el diagrama.
En definitiva, las tnicas propiedades de —} que usamos fueron la inversion,
composicionalidad, y multiplicidad, que — p también cumple.

Mas atin, usamos localidad sélo para las partes superiores, y multiplicidad
y composicionalidad sélo para las inferiores. Es decir, nuestra demostraciéon
previa es de hecho mas fuerte, de la siguiente manera:

Definicién 4.26. Decimos que un par de relaciones (,d) cierra a otro
par (o, B) si a=!- B C v-6°L Graficamente:

o/ N

Teorema 4.27. Sean «, 3,7,0 relaciones tales que a, 3 son locales (en
el sentido del Lema 4.13) y,0 son multiplicativas y composicionales (en
el sentido del Lema /.7 y Lema /.9).

Si (v/ =,8/ =) cierra a (a, 8) para distribuciones singleton, entonces
(v/ =,d/ =) cierra a (S*-a-(FJ)*, S*-B-(FJ)*) en cualquier distribucion.

Entonces, el Teorema 4.24 es simplemente consecuencia de aplicar este
teorema con «, 3,7, = P*, notando que S*- =} «(FJ)* = (—p / =)* y que

—»*P ~= (—»p / ';:.1)* =%,
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Sin embargo, tenemos més posibilidades. La relacién —p también tiene
todas estas propiedades, y podemos conseguir un criterio para demostrar la
propiedad diamante sobre —p / =.

Lema 4.28. Si siempre que Do «p [(1,a)] —»p Dq existe C tal que
Dy —pjx C «=pjx D1, entonces —p/nf= Q.

Demostracion. Consecuencia del Teorema 4.27 (con «a, 8,7,6 = P) y de que
(»p /=) =5 —»p (FJ). u

Esto puede simplificarse un poco mas obviando las reducciones reflexivas de
— p en la parte superior, que siempre pueden cerrarse en un paso (similarmente
al Lema 1.28).

Teorema 4.29. Si siempre que Do <— a —— Dy existe C tal que
Dy —pjx C «=pjx D1, entonces —p/af= Q.

Demostracion. Consecuencia del Lema 4.28. [ |

Entonces, es claro que demostrar esta propiedad implica la confluencia
del sistema. Este es el criterio que usamos para demostrarla en Q* en la
Seccién 3.6.

Es trivial también obtener un criterio de semiconfluencia.

Lema 4.30. Si siempre que Dy «p [(1,(1)] —p D1 existe C tal que
Dy = C «=p)n D1, entonces —p/~F= SCR.

Demostracion. Consecuencia del Teorema 4.27 (con a« = Py 5,7, = P*).
|

Cambiando de relacién

Como vimos en el caso tradicional, a veces es conveniente cambiar la rela-
cién por otra mas amena al andlisis de confluencia. También sera conveniente
hacerlo aqui, y damos un criterio simplificado para hacerlo.

Definicién 4.31. Decimos que una relacién (de un MPARS) — simula
a —>9 cuando siempre que a —o D se tiene [(1, a)] —7 D.

Dada una simulacién de ese estilo, tenemos una simulacién en las distri-
buciones.
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Lema 4.32. Si—— simula a —2, entonces —oC—»7.

Demostracion. Por induccién en D —9 E.

= EVOLVE

Tenemos (p,a) : ds -9 pA+H ds, dado que a —o A. Por la simulacién,
tenemos [(l,a)] —] A. Por multiplicidad y composicionalidad de —7,
tenemos (p,a) : ds -3 pA H ds

= Frip, JOIN, SPLIT

La misma regla esta presente en —»;.

s TAIL
Directo desde la HI. [ |

Como consecuencia, tenemos que

Corolario 4.33. Si —1 simula a —9 y —9 simula a —1, entonces

1= CR <= 3 CR

Demostracion. Consecuencia de que, por el Lema 4.32, »]=—»3. |

4.6. Generalizacion del lema de Newman

En esta seccién mostramos una generalizacién del lema de Newman (Le-
ma 1.25) al contexto multiprobabilista. Dado que la reescritura de distribu-
ciones es un ARS, el lema de Newman podria aplicar directamente a esta
situacién. Sin embargo, debido a la ausencia de formas normales (salvo la
distribucién vacia) esto no sera posible.

Ni siquiera (en general) si uno fuerza a evolucionar considerando la relacién
médulo equivalencia —p / =, ya que si a — A uno puede formar la cadena
infinita:

(L)) > [ )] 4 24 [(ha)] 4 T4+ 2a

Entonces buscaremos un lema analogo, con nociones apropiadas de nor-
malizacion fuerte y confluencia local. Llamaremos fuertemente normalizante
a una distribuciéon cuando no tenga una evolucién infinita, sin permitir equi-
valencias. Es decir:

Definicion 4.34. Una distribucion D se llama fuertemente normalizante
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cuando no existe una cadena infinita de evoluciones propias, es decir, de
la forma D —g D1 -5 Dy —pg ---.

Ciertamente, algunos MPARS cumplen esta condicién. El criterio de con-
fluencia local usa la evolucién puntual.

Definicién 4.35. Una distribucién D se llama localmente confluente (no-
tado LC(D)) cuando siempre que E «p D —p F existe C tal que
E —»*C«*F.

Notamos que una distribucién es LC precisamente cuando todos sus sin-
gletons lo son (si se expanden puntos distintos, podemos confluir en un paso).

Ahora, podemos extender la prueba de Huet a la reduccién de distribucio-
nes de una manera bastante directa.

Teorema 4.36 (Multi-Newman). Si un MPARS es localmente confluente
y fuertemente normalizante, entonces es confluente.

Demostracion. Por induccién bien fundada sobre —g. Por el Teorema 4.24,
podemos demostrar la confluencia de D sélo considerando cerrar diagramas de
la forma Dy «-p D —7} Dy'. O, equivalentemente, diagramas D; «5 D =%
Ds. Si alguna de las dos evoluciones es de cero pasos, el diagrama es trivial.
En otro caso, tenemos el diagrama de la izquierda.

D D
2 2
Dy Dy

Dy LC Dy
« /7
D1 Dy Dy HI D Do
\\\ /// HI ///
« 7 )/
Cl //
R
Co

Usando la confluencia local, podemos encontrar D’. Usando las hipétesis in-
ductivas para D] y D) encontramos C; y Co, concluyendo la prueba. |

!Notar que esto no es parte de la induccién.
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Un detalle a notar es que no es necesaria ninguna hipétesis sobre D', al
igual que en la demostracion de Huet para el lema tradicional.

De esta forma, para los sistemas fuertemente normalizantes, se simplifica
el chequeo de confluencia.

4.7. Confluencia de ARS y PARS

Demostramos que cuando un MPARS M es inducido por un ARS A sus
confluencias son equivalentes.

Lema 4.37. Sea A un ARS y M tal que a — [(1, b)] siy sélo sia— b
(y no hay otras evoluciones en M ). Entonces, A= CR <= M |= CR.

Demostracion. Ida. Por el Corolario 4.25, basta con cerrar los diagramas
E «% [(1,a)] -} D. Dada la definicién de —, debemos tener D = [(1,d)]
con a —* d y similarmente para F. Por confluencia de A, existe ¢ tal que
e —* ¢ +* d. Entonces, podemos confluir por —p en [(1, c)]

Vuelta. Sea b <* a —* c. Tenemos entonces [(1,b)] «* [(1,a)] —
[(1,¢)]. Por confluencia, existe D tal que [(1,b)] —* D «* [(1,¢)]. Por el
Lema 3.15, tenemos que cualquier elemento d; de D debe ser reducto de b y
c. Tomamos cualquiera de ellos y concluimos. ]

*

Ademsds, podemos mostrar con facilidad que el MPARS generado por un
PARS siempre es confluente (y de hecho cumple una propiedad diamante).
Esto es consistente con el hecho de que no hay eleccién en un PARS.

Lema 4.38. Sea A= (A,—) un PARS y M definido como a — D si y
sélo si —(a) = D, entonces M = CR.

Demostracion. Por el Teorema 4.29, basta con cerrar los diagramas F <—
a — D en un paso de —p/~. Por la definicién del MPARS, debemos tener
E ~—(a) = D. Dado que ®C— p/x, cerramos en un paso. [ |



Capitulo 5

Probabilidades y linealidad

“Some of the best things in life are free; and some are not.

Truth is free. Having proved a theorem, you may use this proof as
many times as you wish, at no extra cost.

Food, on the other hand, has a cost. Having baked a cake, you may
eat it only once.

If traditional logic is about truth, then linear logic is about food.”
—Philip Wadler, 1993

En este capitulo analizamos cudles son las razones por las cuales un len-
guaje de programacion probabilista puede ser no confluente, obteniendo intui-
ciones interesantes y relaciondndolas al A-cdlculo clésico.

Con esa intuicién, definimos un A-célculo probabilista que evita las cau-
sas de no confluencia mediante restricciones de linealidad. Damos una prueba
simple de su confluencia, la cual deberia ser extensible al agregar nuevas fun-
cionalidades al célculo.

5.1. El porqué de la no confluencia

Supongamos que tenemos una extensién probabilista al A-calculo, donde
podemos formar un término % que reduce con igual probabilidad a dos formas

normales distintas. ) .

* — [(57”0)7 (57”1)]

Supongamos ademds que hay algiin no determinismo en la reduccién (o
la confluencia seria trivialmente cierta). En particular pensemos que tenemos
congruencias para la aplicacién. Si formamos el término © = (Az.zz)%, vemos
que llegamos a un problema.

[(1,8)] — [(1,%%)] =* [(3,n0n0), (1,70m1), (§,1170), (5, n171)]
[(1, @)] —» [(%, (A\zx.xx)ng), (%, ()\x:cx)nl)} —»* [(%,ngng)7 (%,nlnl)}

67
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Estas distribuciones son terminales y no equivalentes, y por lo tanto el
sistema no es confluente. Entonces, si queremos permitir congruencias arbi-
trarias, necesitamos una forma de prohibir estos comportamientos.

Notamos que es la interacciéon entre reducir el argumento y evaluar la
funcién que da el problema, al igual que vimos en la Seccién 1.3. En ese caso,
el problema era causado por las copias del argumento, que aumentaban la
cantidad de pasos a realizar.

También es el caso aqui que las copias son el problema (si z aparece libre
una sola vez, el problema no ocurre), pero la diferencia no esta sélo en la
cantidad de pasos, sino que existe una diferencia cuantitativa en el compor-
tamiento de los términos, como se observa en las distribuciones finales. Esta
diferencia es causada sélo por el comportamiento probabilista de v, ya que el
A-célculo cldsico mantiene la confluencia aun en este caso.

Concluimos que, en el contexto de un lenguaje funcional, podemos lograr
un fallo de confluencia con tres ingredientes:

1. Poder, a la vez, reducir un argumento o aplicar la funcion.
2. Que las funciones puedan duplicar su argumento.

3. Que el argumento tenga comportamiento probabilista.

5.2. )A;: un calculo lineal

Teniendo en mente a la seccién previa, disenaremos un calculo que evite
esta mezcla explosiva de tres ingredientes. Demostraremos que el calculo es
confluente, dando evidencia de que sélo de esa manera puede romperse la
confluencia en un lenguaje probabilista razonable.

En este calculo, llamado A1, tendremos dos tipos de abstracciones: lineales
vy no lineales. Las abstracciones lineales no podran duplicar sus argumentos,
pero los mismos pueden ser probabilistas y reducir antes de aplicarse. Las no
lineales si pueden duplicar, pero sus argumentos (posiblemente probabilistas)
estardn suspendidos como thunks y no reduciran antes de aplicarse’.

El uso de linealidad es comuin en los cédlculos cuanticos. Algunos ejemplos
son (van Tonder 2004; Selinger y Valiron 2005; Dal Lago, Masini y Zorzi 2011;
Atzemoglou 2014) y (Diaz-Caro y Dowek 2016). En esos casos, la justificacién
para la linealidad no es sélo la confluencia sino el hecho de que es imposible
duplicar un qubit arbitrario (por el teorema de no clonado descripto en la
Seccién 2.4).

El calculo A; estd basado en el A-célculo con reduccion superficial de Alex
Simpson (Simpson 2005), pero relajamos la linealidad a afinidad, es decir,
permitimos que una funcién no use su argumento.

!'Notamos que una tercera opcién de funcién (que duplique y reduzca argumentos, for-
zando que no sean probabilistas) deberia ser posible de agregar manteniendo confluencia,
pero no hacemos el desarrollo.
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Sintaxis y buena formacion

El conjunto de pretérminos estd dado por las expresiones de la gramatica:
M,N =z | MN | Ae.M | Nz M | M | M&, N

Aqui, Ax.M representa una abstraccion lineal, que no puede duplicar su ar-
gumento. Andlogamente, Alz.M representa a las no lineales. Las abstracciones
no lineales s6lo pueden evaluar con argumentos de la forma !M. El simbolo !
suspende a su argumento como un “thunk”, y no permite reducciones internas.

Como novedad, el término M @, N representa una eleccién (choice) pro-
babilista entre M y N, con probabilidades p y (1 — p) respectivamente.

Para asegurarnos de que las funciones lineales no duplican a sus argu-
mentos, soélo consideraremos pretérminos que cumplan condiciones de buena
formacién. Damos el juicio de manera inductiva en la Figura 5.1. En esas re-
glas, I' y A representan conjuntos de variables libres. Se asume que la unién
sblo esté definida para conjuntos disjuntos, y que I' y A siempre son disjun-
tos. También identificamos los términos a-equivalentes. El juicio fuerza que
las variables de abstracciones lineales aparezcan una tinica vez en su cuerpo.

zel r €A
: _ren _VAR!
F|A|_:EWFVAR F|A|_$WFVAR.
DARM Ty AEN T [ARM Ty ARN
T 0T |AFMN AP TR U, [AFMae,N Y
Fx|AFM WEA AzFM Ans!
DTAF A M 0 TTAF Nz VAR
qAEM
T A WE-BaNe

Figura 5.1: Juicio de buena formacién para A\;

La posibilidad de no usar variables se ve en el uso de I' en WF-VAR,
WEF-VaAR! y WF-BANG.

De ahora en més, s6lo consideramos pretérminos bien formados (aquellos
M tales que I' | A+ M para algin ' y A) y los llamamos términos.

CuandoT' | AF M y x € T, tenemos que z aparece libre a lo sumo una
vez en M. Cuando aparezca exactamente una vez diremos que x es lineal en

M.
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Semantica operacional

La seméantica operacional estd dada por un MPARS. Fijaremos una seménti-
ca laxa, y luego demostraremos la confluencia de la misma.

La evaluaciéon de abstracciones tiene su semantica usual, notando que ahora
tenemos dos tipos de las mismas, cada una con su regla’ .

R-p!

R-f

(Az.M)N — [(1, M[N/x])] (Mz.M)IN — [(1, M[N/z])]

La regla que introduce el comportamiento probabilista es claramente la
reduccion de un choice. Ademads, tenemos reglas de congruencia de los mismos.

Moy N [0 M), (L—p V)] 70

M — [(pi, My)], R L N — [(pi, Ni)]
M @, N — [(pi, M; &) N)],

i
R-®&-R
M @, N — [(pi, M @, N;)],
Como se espera, tenemos congruencias a izquierda y derecha de la aplica-
cién, y una reduccién fuerte dentro de los cuerpos de abstracciones.

M — [(pi, M3)], RoAPPL N — [(pi, Ni)], RAAPPR
MN — [(pn, M;N)], 0 MN — [(pn, MN;)], 00

% %

M — [(pi, M;)] R M — [(pi, M;)]
e M — [(pi, \w.M;)] i Nz M — [(pi, Na.M;)]

R-A!
(2 (2

No hay regla que permita reducir bajo un término de la forma !M, con
lo cual dichos términos estan suspendidos. En efecto, esto implica que las
abstracciones no lineales siguen aproximadamente una estrategia call-by-name
(CBN). Usar call-by-value (CBV) seria vélido también: sélo debemos impedir

la interaccién entre reducir el argumento y evaluar la funcién.

Ejemplo 5.1. Sea ©' = (Alz.zz)!(a ®1 b) con a,b formas normales dis-
2
tintas. La unica reduccion posible es aplicar R-3! resultando

N [(17 (a @% b)(a @% b))]

Como se espera, la seméantica es consistente con el juicio de buena forma-
cion.

2La sustitucién tiene su definicién usual, con A y A! ligando variables y definida por
componentes para ®p.
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Lema 5.2. Sil' | A M yM+— D = [(pi,Ni)]i, entonces T' | A+ N;
para cada i.

Demostracion. Por induccién en M —— D (los detalles se encuentran en el
Apéndice B.2). |

Analizando la reduccién

Para analizar la confluencia, extenderemos algunos de los lemas clasicos
sobre reducciones y sustitucién. Primero, introduciremos alguna notacion para
hablar sobre sustituciones de y con distribuciones en lugar de términos.

Si D= [(pl,M@)]Z es una distribucién y N un término, notamos con
D[N/z] a la distribucién [(p;, M; [N/x])]l Dualmente, notamos con N[D/x] a
la distribucién [(p;, N[M;/x])],. También notamos con DN a la distribucién
[(Pi, MiN)]z" y analogamente para ND. Notar que entonces R-APPL puede
expresarse como M — D —> MN —— DN.

Demostraremos dos lemas de sustitucion para la reducciéon en A;. El pri-
mero es andlogo al que teniamos para el A-célculo (Lema 1.30). El segundo es
consecuencia de las restricciones de linealidad.

Lema 5.3. Si M — D, entonces M|N/x] — D[N/x].

Demostracion. Por induccién en M —— D.

» R-By R-pl.
Por la premisa (Ay.P)Q — [(1, P[Q/y])]. Podemos hacer (\y.P[N/z])(Q[N/z]) —
[(1, P[N/z] [Q[N/z]/y])]. Por propiedades de la sustitucién, P[N/z] [Q[N/z]/y] =
P[Q/y][N/x], dando el resultado.

= R-ApPL.

Tenemos M = P() y por la premisa P — [(pi, Pl)]z Por la HI, tenemos
P[N/xz] — [(pi, Pi[N/x])],. Aplicando R-APPL tenemos P[N/xz]Q[N/x] —
[(pi, P;IN/x]Q[N/z])], como se buscaba.

= R-APPR. Andlogo a R-ApPL.
= R-Ay R-Al Directo por HI.

= R-O.

Tenemos M = P@®,Q con M — [(p, P),(1—p, Q)} Por la misma regla
P[N/z] ®, Q[N/z] — [(p, P[N/z]), (1 — p, Q[N/z])] como se buscaba.

= R-®-L y R-®-R. Similares a R-ArPPL y R-ApPPR. |
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Lema 5.4. Si M —— D, y x es lineal en N, entonces N[M/z] —
N[D/z].
Demostracién. Por induccién en la buena formacién de N. Sea D = [(p;, D;)] .
» WEF-VAR.
Tenemos N = x y concluimos trivialmente. Notar que no puede ser otra
variable, ya que x debe ser lineal en N.
= WF-App.

Tenemos N = N;N,. En ese caso, uno y sélo uno de Nj, N, tiene a x li-
bre. Supongamos que es N;, entonces por la HI tenemos que Ni[M /x| —

[(pi, Ny [Dl/l’])]l Aplicando R-APPL tenemos N;[M/z] N, — [(pi, Ni[D;/z] N;)]

Dado que x no esté libre en N,., esto es nuestra meta. El razonamiento
es analogo para N,.

» WF-®. Andlogo al caso de la aplicacién.
= WF-)\, WF-)AL Directo por HI y R-A o R-AL
s WF-BANG, WF-VAR!. No puede ser que x esté libre. ]

Estos dos resultados son andlogos al Lema 3.1 de (Simpson 2005), pero per-
mitiendo comportamiento probabilista.

5.3. Confluencia de )\

Demostraremos, usando ambos lemas previos, que el calculo cumple una
propiedad diamante de la siguiente forma.

Teorema 5.5 (Prop. diamante para A\;). Si E <— M +—— D entonces
existen C,C" tales que D —p C y E —p C' con C =~ (.

Demostracion. Por induccién en la forma de ambas reducciones. Al ser —p
reflexiva, si D = E podemos concluir inmediatamente.

1. M = PQ; R-AprprL; R-AppPL.

Por inversién, tenemos Di «<— P —— Ds. Entonces, por la hipdtesis
inductiva, existen [(pi, CZ)L ~ [(pi, C{)L tales que

Dy —p [(pi, Ci)], Dy —~p [(pi, G},
Usando R-APPL, podemos hacer
D1Q —»p [(pi, ClQ)]z DyQ —p [(pia Cz/Q)]z

Que, claramente, son equivalentes (por el Corolario 4.15).

i
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2. M = PQ; R-AprpPR; R-APPR.
Anélogo al caso anterior.
3. M = PQ; R-AprrL; R-APPR.
Tenemos M +—— [(pi,PZQ)]i y M — [(qj,PQj)] Por las premisas

obtenemos que P — [(pZ,PZ)L y Q — [(q],Qj)} Podemos aplicar
las congruencias para evolucionar de nuevo a cada lado y obtener:

(2, PQy)]; —p [(pigj: PQy)];, (01 Q)] —p [(g5pi PiQy)],

Como la multiplicacién conmuta, estas dos distribuciones son permuta-
ciones una de la otra y por lo tanto equivalentes.

4. M = (\z.P)Q; R-ApPL; R-5.

Por R-APPL se reduce la abstraccion, que sélo puede reducir via R-A.
Entonces, tenemos

M — [(pi, (A2.P)Q)], M — [(1, PIQ/z))]

donde P —— [(pi, PZ)L Usando la regla R-8 y el Lema 5.3 respectiva-
mente, obtenemos

[(p,,(/\a:P)Q)L —»p [(pupz[@/x])]l
[(L,PQ/a))] —~p [(pi PQ/a])],

(2

que son exactamente iguales.

5. M = (A\z.P)Q; R-APPR; R-B.

Tenemos

M — [(pi, (M2.P)Qy)], M — [(1, P[Q/])]

Por la buena formacién de (Az.P), sabemos que o bien z es lineal o bien
no esta libre en P.

Si es lineal, usando R-5 y el Lema 5.4 tenemos
(1, PQ/x])] —p [(pi PlQi/x])],
que son exactamente iguales.

Si no aparece libre, tenemos P[Q/x] = P, y entonces usamos R-f y
reflexividad, respectivamente, para obtener:

[(pi, A2.P)Q))], —~p  [(pi P)],
[(1,P)] —p [(1,P)]

que son equivalentes al tener Y p; = 1.
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6.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

CAPITULO 5. PROBABILIDADES Y LINEALIDAD

M = (\z.P)Q; R-3; R-B.

Ambas distribuciones son exactamente iguales
M =P o, Q; R-®; R-®.

Ambas distribuciones son exactamente iguales
M =P o, Q; R-&; R-®-L.

Tenemos

M —s [(p, P),(1—p, Q)] M — [(piaPi Dp Q)]z

donde P — [(pi, PZ)L A la izquierda, usamos —» p para reducir P y no
Q. A la derecha, aplicamos R-®-R a cada término. Obtenemos:

(P, Pidp Q)], —p [(ip, Pi),(pi (1—p),Qs)],

Dado que la multiplicacién conmuta y que > p; = 1, estas distribuciones
son equivalentes.

M =P &, Q; R-®; R-®-R.
Anélogo al caso anterior.

M =P @, Q; R-®&-L; R-®-L.

Directo por HI y congruencias (muy similar al caso de la aplicacién)
M =P @, Q; R-®&-Rr; R-®-R.

Directo por HI y congruencias (muy similar al caso de la aplicacién)
M = P @, Q; R-®-L; R-©-R.

Directo por HI y congruencias (muy similar al caso de la aplicacién)
M = Mz.P; R-Al; R-AL

Ambas distribuciones son exactamente iguales

M = PQ; R-AprprL; R-3.

Anélogo al caso para R-APPL y R-f (la linealidad no es relevante aqui).
M = PQ; R-AprPR; R-3!.

Este caso no puede ocurrir. Si aplicamos R-f3!, el lado derecho es un
thunk !Q) y no puede reducir. ]

Con este resultado, y un criterio previo (Teorema 4.29), se obtiene de forma
directa la confluencia de distribuciones del calculo.
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Corolario 5.6. \; = CR.

Demostracion. Por por el Teorema 5.5 y Teorema 4.29.

75






Capitulo 6

Generalidad

“Specialization is for insects.”
—Robert A. Heinlein

Hemos discutido que la reescritura de distribuciones de un MPARS es,
al menos, una buena herramienta para demostrar unicidad de distribuciones
terminales. Por sobre ello, pensaremos en el significado propio de la reescritura
de distribuciones.

Fijado un MPARS A, ;tiene sentido la evolucién de distribuciones in-
ducida? Es decir: ;jrealmente tiene una interpretacién como una evolucion
probabilista?

En esta seccién postulamos algunos axiomas que deberian ser ciertos para
cualquier relacién entre distribuciones (sea inducida por un MPARS o no) que
realmente represente la evolucién probabilista de un sistema, dando argumen-
tos intuitivos que los soportan.

Mostramos que la evolucién de distribuciones inducida siempre cumple
estos axiomas. Mdas ain, mostramos que cualquier evolucién (sobre distribu-
ciones de soporte finito) que los cumpla puede ser modelada como la determi-
nizacién de un MPARS, dando apoyo a nuestra definicion.

6.1. Distribuciones y evolucién

Estudiaremos las evoluciones de distribuciones de manera genérica. Pri-
mero, volvemos a una definicién matematica de las mismas, ddndoles otro
nombre para diferenciarlas de las listas en Z(A).

Definicién 6.1. Una distribucion matemdtica sobre un conjunto (finito
o infinito numerable) A es una funcién D de tipo A — R*. Cada distribu-
cién tiene un peso no negativo asociado (notado con wp para diferenciarlo

7
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del peso sobre Z(A)), dado por

wp(D) =Y D(a)

acA

Cuando el peso de una distribucién sea exactamente 1, la llamamos propia.
El conjunto de todas las distribuciones sobre A se nota con D(A).

Observacién 6.2. Se podria rechazar el uso de distribuciones con pesos
arbitrarios y usar sélo aquellas propias. El desarrollo de este capitulo
aplica de la misma manera, sélo siendo algo menos directo.

Notamos con D + E y aD (con a € R') a la suma y escalamiento de
distribuciones, respectivamente, con la definicién obvia. La suma es asociativa
y conmutativa, con elemento neutro Op, la distribuciéon nula. Ademas, la suma
es lineal sobre el producto escalar, es decir aD + 8D = (a + )D. Usamos la
notacién @ para la distribucién D con D(a) =1y D(x) = 0 para todo z # a.

Para obtener una distribucién matemaética a partir de una distribucién de
lista, usamos la funcién [—] : Z1(A) — D(A) definida por las ecuaciones:

[0] = oo

[(p,a):ds] = pa-+ [ds]

Esta definicién es consistente con nuestra nocién de equivalencia, como lo
establece siguiente lema.

Lema 6.3. D~ E < [D] =[£]

Demostracion. Ida. Si D ~ E, es claro que [D] = [E], por conmutatividad
y linealidad de la suma. Por inducciéon en la cantidad de pasos se sigue el
resultado.

Vuelta. Sean ay,...,a, los elementos de A tales que [D] (a;) # 0. (Como
la lista D es finita, el conjunto es finito). Para cada a;, la suma total de sus
pesos es [D] (a;). Entonces, haciendo FLIPs y JOINs podemos llevar a D a la
distribucién [([D] (a1),a1), ..., ([D] (an),an)] y andlogamente para E. Como
[D] = [E], estas distribuciones son iguales y tenemos D ~ E. [

Ademss, la concatenacion, escalamiento y peso de distribuciones también
son consistentes.

Lema 6.4. [D 4+ E] = [D] + [E]

Demostracion. Por induccion en D.
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D = []. Trivial.
» D = (p,a):ds. Por la HI tenemos [ds H E] = [ds] + [E]. Entonces,
[((p,a) - ds) # EJ
= { Def. + }
[(p,a):ds+ E]
= { Def. [-] }
pa + [ds + E]
()
pa + [ds] + [E]
= { Def. [-] }
[(p,a) : ds] + [E] _

Lema 6.5. [aD] = a[D]

Demostracion. Por induccién en D.
» D = []. Trivial.

» D= (p,a):ds. Por la HI tenemos [ads] = « [ds]. Entonces,

[al(p, a) - ds)]

= { Def. escalamiento }
[(ap,a) : ads]

- { Def. [-] }
apa + [ods]

= { HI }
apa + o [ds]

= { Distributividad }
a(pa + [ds])

- { Def. [-] }
a([(p,a) : ds]) u

Lema 6.6. w(D) = wp([D])

Demostracion. Por induccidén en D.
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» D = []. Trivial.
» D= (p,a):ds. Por la HI tenemos w(ds) = wp([ds]) Entonces,
wp([(p, a) : ds]
= { Def. [-] }
wp(pa + [ds])
= { Def wp(-) }

> pea(pa+ [ds])(b)
= { Def. suma de distribuciones }

Sheailb) + 5] (0)
={Ya+b=>a+Xb}
> pea pa(b) + Xy a [ds] (b)
= {((I)L(b)::l < a=b,0 en otro caso }
P+ e nlds] (5
= { Def. peso }
P+ wp([ds])
= { HI'}
p + w(ds)
— {( Defwl-) )
w((p,a) : ds) -

6.2. Axiomas de composicionalidad

Manteniendo la generalidad, cualquier evolucion posible entre distribucio-
nes debe ser una relacién (sin probabilidades asociadas), formando un ARS
(D(A),—). Sin embargo, el concepto de evolucién probabilista debe cumplir
algunas reglas.

Primero, para tener significado probabilista, la evoluciéon deberia mantener
el peso de las distribuciones. Ademads, la evolucion deberia ser composicional
respecto de la suma: si D estd compuesta por otras distribuciones, los com-
portamientos de estas deberian seguir existiendo en D.

Formalizamos esto con el siguiente axioma:

D—*D' E—*FE
aD + BE —* aD' + BE’

AxComp

En general no nos interesara la cantidad de evoluciones, por lo que usual-
mente trabajaremos con —*. Notar que AXCOMP permite una variacién ar-
bitraria en la cantidad de pasos.
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La composicionalidad permite razonar de una manera més simple sobre
las evoluciones. Notar que los arboles de computacion, si usamos sus soportes
como la distribucién que inducen, no cumplen este axioma. En efecto, el arbol
[a, (%, b), (%, b)] tiene més comportamientos que [a, (1,b)].

La composicionalidad y el principio de que distribuciones iguales tengan los
mismos comportamientos son naturales. Sin embargo, con ambos principios,
se obtiene la evolucién parcial que se discutié antes (Seccién 3.3): supongamos

que D —* F y sea a € (0,1), luego podemos concluir que:

D—=*D D=*FE
D=(1-a)D+aD —*(1—a)D+aFE

AxCowmp

Entonces, D puede evolucionar parcialmente. Dado que no queremos sacrificar
la composicionalidad, aceptaremos la evolucién parcial.

El axioma previo indica que los comportamientos de las partes deben estar
presentes en el todo. Sin embargo, ;puede un todo presentar comportamientos
no presentes en sus partes?

Postulamos que no': esto sélo seria posible si hay alguna interaccién o
interferencia entre ellas, pero una distribucién de probabilidad representa un
conjunto de posibles estados, de los cuales a lo sumo uno puede estar mate-
rializado, impidiendo interacciones.

Concretamente, si la distribucion %D—{— %E evoluciona, esta evolucion debe
poder ser modelada por una evolucién de D, de F, o de ambos. No tiene sentido
que la combinacién de D y E sea necesaria para la reduccién: una evolucién
es composicional y sélo composicional.

Descartamos las evoluciones de ese estilo incluyendo el siguiente axioma
(con D', E' cuantificados existencialmente):

aD + BE —* O
O=aD +BFE con D—*D" y E—*F

AXINV

Notar que tiene un espiritu inverso al axioma AXCompP. Cuando una re-
lacién entre distribuciones cumple ambos axiomas, la llamamos sound.

6.3. Soundness

Dado un MPARS arbitrario, veremos que la evolucién inducida por él es
siempre sound. Usaremos la funcién [—] para obtener una reduccién entre
distribuciones matematicas. Nuestra reduccion entre distribuciones — estéa
definida por:

[D] - [E] < D —~*E

1Con disculpas a Aristételes.
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Esta definicién es correcta debido al Lema 6.3 y el hecho de —* es com-
patible con =. En efecto, si [D] = [D'] y [E] = [E'] tenemos:

[D'] = [D] [E] = [£']
D' =D E~xF
D -*D D-—=*E E-—*FE
DI %-)* E/

[D] — [E]

Las operaciones de suma y escalamiento seran la concatenacién y escala-
miento de listas.
[DI+[E] = [D+ E]
a[D] = [aD]

Es facil ver que las definiciones son correctas y que cumplen los requerimientos
listados anteriormente. Dado esto, podemos demostrar que nuestra relacién es
composicional.

Lema 6.7. La relacion — cumple AXCOMP.

Demostracién. Supongamos que [D] —* [D'] y [E] —* [E']. Por definicién,
tenemos D —* D'y E —* E'. Por multiplicidad y composicionalidad, tenemos
que aD + BE —* aD' # BE’', y entonces [aD + BE| —* [aD' + BE'].
Entonces, llegamos a nuestra meta de o [D] + S[E] =* o [D'] + S[E]. W

Lema 6.8. La relacion — cumple AXINV.

Demostracion. Supongamos que o [D] + B[E] = [aD #+ BE] —* [O]. De-
bemos tener aD H BE —* O. Por la descomposicién de — (Teorema 4.21),
debe existir un O" = O tal que aD + SE —¥%p O'. Por localidad (Lema 4.13)
tenemos que O’ = aD’ H# SE' con D —%p, D'y E —%p E'. Esto implica
que [O] = [O] = «[D'] + B[E'] con [D] —* [D'] y [E] —* [E'], como
buscabamos. [ |

Entonces, cualquier reescritura de distribuciones generada por un MPARS
es sound.

Teorema 6.9. La reescritura — propuesta es sound.

Demostracion. Por los dos lemas previos. |
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6.4. Completitud

Hemos visto que toda evolucién inducida por un MPARS es sound, garan-
tizando que estamos razonando sobre sistemas que tienen significado. En esta
seccién veremos ademds que no existen evoluciones sound (de soporte finito)
que no sean inducidas por un MPARS, y entonces no estamos excluyendo
ninguna al restringirnos a los MPARS.

El hecho de que la evolucién de una distribucién deba seguir los axiomas de
composicionalidad nos da la intuicién que soélo las distribuciones “atémicas”
son las que importan, y que la evolucién estd definida por ellas. Un MPARS
define precisamente cuales son las distribuciones de elementos individuales,
coincidiendo con esta intuicién.

Pensando en esa equivalencia, podemos formalizar el argumento de la si-
guiente manera, restringiéndonos a distribuciones con soporte finito.

Definicién 6.10. Una distribucién D se llama de soporte finito (nota-
do FS(D)) si existen reales positivos «; y elementos t; tales que D =
o
iy it
Notamos con D¢(A) al conjunto de distribuciones con soporte finito.
Es decir,

Ds(A) ={D e D(A) | FS(D)}

Notar que toda distribucion de soporte finito D tiene una representacion,
es decir, un F € 2(A) tal que [E] = D. En otras palabras, [—] es sobreyectiva
en D f (A)

Tomemos una evolucién de distribuciones (Df(A), —) sound. Construimos
el MPARS (A, +—) definido por?:

t " [E]
t— F

Notar que debemos tener E € %, (A) ya que — preserva el peso, y t es pro-
pia. Demostraremos que podemos caracterizar la evoluciéon de distribuciones
con el MPARS propuesto.

Teorema 6.11 (Completitud de MPARS). Dados D, E € 2,(T), tene-
mos
D —»*E < [D] =" [E£]

Demostracion. Ida. Alcanza con tomar un sélo paso de —», y el resultado se si-
gue por induccién. Sea D = [(ai, t,)]Z y D — FE. Si el paso es una equivalencia,
tenemos [D] = [E].

2Esta construccién podria ser més “eficiente” tomando una tnica representacién. No nos
interesa hacer la simplificacién.




84 CAPITULO 6. GENERALIDAD

Si no, tenemos
D =D+ [(p,a)] + Dy »5 D1+ pA+ Dy =E

con a — A. Por la definicién del MPARS, tenemos @ —* [A]. Entonces,
usando AXCOMP, tenemos

[D] = [D1] +pa + [D2] =* [D1] +p[A] + [D2] = [E]

Vuelta. Sea D = [(ay,t;)], y entonces [D] = Y77, ai;i. Aplicando AXINV

o
repetidamente tenemos que [E] debe ser igual a > " | o; E; con t; —* E; para
cada i. Por la construcciéon del MPARS y dado que [—] es sobre, tenemos
ti — E! con [E!] = E;. Evolucionando punto a punto conseguimos

D= [(Cki,ti)]i —»p OzlEi +H -+ Oan;l

Ademis:
n n
[[alEi NI anE;Z]] = Zo‘i [[EZ’]] — Z%Ez‘ = [E]
i=1 i=1

Entonces, por el Lema 6.3 tenemos que son distribuciones equivalentes y en-
tonces:
a1 B+ -+ anEl, »*E

completando la prueba. [ ]

Hemos dado evidencia que los MPARS representan a todas las evolucio-
nes (composicionales y de soporte finito) de distribuciones. Entonces, nuestro
andlisis de la propiedad de confluencia y como demostrarla aplica a cualquier
sistema de reescritura de distribuciones que cumpla los axiomas.



Capitulo 7

Conclusiones

7.1. Resumen de aportes

Hemos introducido una nocién de sistema de reescritura multiprobabilista
(MPARS) que permite modelar una amplia variedad de lenguajes de progra-
macién. En particular, mostramos como Q* y A; pueden ser modelados como
MPARS, brindando un soporte comin a ambos.

Definimos una nocién de reduccién de distribuciones Det(M), que usamos
para modelar evoluciones probabilistas (posiblemente parciales). En Det(M)
definimos y analizamos la propiedad de confluencia de distribuciones, discu-
tiendo que es apropiada al implicar la unicidad de distribuciones terminales y
consistencia ecuacional sobre distribuciones. Notamos que aun si uno rechaza
la evolucion parcial, nuestra nocién de confluencia es util como método de
prueba.

Luego, simplificamos la tarea de demostrar dicha confluencia. En particu-
lar, demostramos que la equivalencia entre distribuciones es “benigna’”, pu-
diendo obviarla en la parte superior de todo diagrama. Ademas, conseguimos
multiples criterios andlogos al cambio de relacién, la propiedad diamante, se-
miconfluencia, y el lema de Newman, dando evidencia de que la tarea no parece
ser fundamentalmente mas dificil al caso tradicional.

Usamos estos criterios para simplificar una prueba de confluencia existente
para Q* (incluso mejorando estrictamente el resultado y demostrando una
conjetura planteada por sus autores) y para demostrar la confluencia de A;.

Luego, mostramos que los MPARS caracterizan a todas las evoluciones
de distribuciones de probabilidad composicionales, dando evidencia de que la
aplicacién de los criterios demostrados es amplia.

7.2. Trabajo relacionado

Existen otros trabajos sobre confluencia en reescritura probabilista. Los
exponemos uno por uno en esta seccién comparandolos a nuestro desarrollo.
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Confluencia de Bournez y Kirchner 2002

Los autores definen, en el contexto de los PARS, la siguiente nocién de
confluencia:

Definicién 7.1 (BK-confluencia). Un PARS A es probabilisticamente
confluente si tenemos P(3d. b —* d «<* ¢) > 0 dado que b +* a =™ ¢,
con ambos caminos elegidos independientemente.

donde P(E) es la probabilidad de que E sea cierto. Por sobre esto, definen
confluencia casi certera forzando a que la probabilidad sea exactamente 1, y
una version local de ambas propiedades.

Como vemos, esta nocion de confluencia habla sobre las divergencias pro-
babilistas del sistema de reescritura (en efecto, no hay otras). De alguna forma,
la propiedad indica que el PARS confluye “por si sélo”.

Estando motivados por los lenguajes probabilistas (y en particular cudnti-
cos), esta nocién no nos es de utilidad. En efecto, la medicién cudntica o un
choice probabilista nunca podra atenerse a esta definiciéon de confluencia, pe-
ro realmente queremos permitir distintos resultados finales como efecto de la
reduccién probabilista. Mds atiin, vimos que ciertos lenguajes no son siquiera
expresables como un PARS.

Confluencia de Diaz-Caro y col. 2011

En este trabajo, se define una nocién de confluencia similar. De hecho,
nuestra reescritura de distribuciones y nocién de confluencia estan fuertemente
basadas en este desarrollo previo. Con nuestra notacion, esta confluencia puede
expresarse como:

Definicién 7.2. Un MPARS M es DC-confluente si siempre que Dy «7,
D —%, Dy existen D}, Dj equivalentes tales que Dy —7%, Dy Dy —7; D5,

Gréaficamente:
D
Q’j 3
D1 D2
v v
Dy Dy
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La DC-confluencia es estrictamente més fuerte a la confluencia de distri-
buciones. Por el Teorema 4.24 se sigue de forma directa que DC = CR.
Ademas, el siguiente MPARS es confluente pero no DC-confluente.

Ejemplo 7.3 (CR =& DC). Sea M dado por:

e [0, (0] @ (G (Gal e [0,

Entonces tenemos:

(50 (0] < [(1,)] =5 [C.5), (5, 0]

donde estas dos distribuciones no pueden hacerse equivalentes via —g.
Para convencerse de esto, notar que sélo ¢ puede evolucionar. Por lo tanto
las evoluciones de la izquierda siempre tienen peso 2% para c y las de la
derecha ﬁ Dado que estas dos cantidades nunca pueden ser iguales,
el sistema no es DC-confluente.

Sin embargo, el sistema es confluente, ya que a es el tinico elemento no
determinista y podemos unir sus dos evoluciones en un paso. En efecto,

tenemos:

y entonces
[(%J))’(%vc)] P/~ [(%71))7(
(50, (G a] —p= [(5:0):(

Por lo tanto, por el Teorema 4.29, tenemos la confluencia.

Aun siendo més débil, nuestra versién de la confluencia implica la deseada
unicidad de distribuciones. Por sobre ello, esta version es mas facil para razonar
debido a la posibilidad de realizar evoluciones parciales como hemos visto.

Notar en el ejemplo previo que, intuitivamente, a deberia ser considerado
confluente ya que su evolucién siempre “tiende” a [(1, b)]

Por sobre la definicién, en este trabajo se demuestra la (preservacién de)
confluencia de una extension a )y, el A—calculo cuantico de André van Tonder
(van Tonder 2004), con medicién explicita.
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Confluencia de Q* en Dal Lago, Masini y Zorzi 2011

Ya hemos discutido bastante esta nocién, notando que se corresponde con
nuestra unicidad de formas normales. La discutiremos de nuevo a modo de
resumen.

En este trabajo se define (y demuestra) confluencia de Q* usando una no-
cién de evolucién basada en arboles de computacién (posiblemente infinitos).

La nocién de confluencia es mas débil: se demuestra que todos los arboles
maximales de un elemento son equivalentes. De esta manera, el resultado es
mas similar a unicidad de formas normales que a la confluencia.

Usando nuestra nocién, y un lema sintactico demostrado en el articulo,
pudimos demostrar confluencia y por lo tanto recuperar este resultado de uni-
cidad de manera maés simple. De esta forma, contestamos afirmativamente a
una conjetura planteada por los autores sobre la generalidad de su demostra-
cién de confluencia. La equivalencia considerada en el articulo es maéas fuer-
te, ya que también iguala la cantidad de hojas (para cada elemento) a cada
lado. Podriamos también recuperar este resultado, usando una equivalencia
de distribuciones que no permita JOIN ni SPLIT (en efecto, considerando a
%D + %D # D), pero no hicimos el desarrollo al no resultarnos relevante.

Resumen

Segun nuestro conocimiento, la nocién de confluencia propuesta en este
trabajo es estrictamente més débil a todas las otras nociones relevantes. Es
decir, se aceptan como confluentes sistemas que las otras rechazan. Aun asi,
tenemos las propiedades que esperamos de una nocién de confluencia, como
son la unicidad de formas normales y la consistencia ecuacional del calculo.

Con los criterios demostrados, nuestra propiedad resulta ampliamente reusa-
ble. Para demostrarla en un céalculo concreto, muchas de las intuiciones sobre
demostrar confluencia en un ARS se traspasan a este caso multiprobabilista.

7.3. Trabajo futuro

Detallamos algunas lineas de investigacién parecen que prometedoras.

Normalizacion casi certera Se podria relacionar este estudio de confluen-
cia con el concepto de almost-sure termination (Bournez y Garnier 2005; Dal
Lago y Grellois 2017), otra nocién de normalizacién en célculos multipro-
babilistas. Informalmente, la propiedad indica que la probabilidad de que un
término diverja es exactamente 0, aun si pueden existir cadenas infinitas. Seria
interesante relacionar la propiedad a la reescritura de distribuciones propuesta
en nuestro trabajo.
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Generalizar a un cuerpo arbitrario Durante todo este desarrollo hemos
asumido que los pesos de una distribucién son reales positivos, y que las dis-
tribuciones sucesor de un MPARS tienen peso 1. Si bien la justificacién para
introducir la reescritura de Det(M) fue simular distribuciones de probabili-
dad, no aplicamos leyes del area de probabilidad a nuestros razonamientos.
Entonces, se piensa que muchos resultados demostrados son generalizables a
un cuerpo arbitrario K (aunque no fue demostrado). En particular, permi-
tir pesos negativos parece ser aceptable. Si bien no es claro como interpretar
una reescritura de ese estilo, una posibilidad es investigar la relacién con las
probabilidades negativas que se discuten en (Feynman 1987).

Reescritura de términos Por sobre el estudio de reescritura abstracta
(donde no se analizan los elementos) existe la reescritura de términos modela-
da por los term rewriting systems (TRS). Seria interesante extender resultados
de confluencia sobre TRS a los MPTRS (para alguna definicién adecuada de
los mismos). Paradéjicamente, la reescritura entre A-términos no forma, al me-
nos de manera directa, un TRS (debido al efecto del binding y la sustitucién).
Entonces, los resultados sobre MPTRS pueden no extenderse a lenguajes de
programacioén.

Mecanizacion Seria interesante mecanizar el desarrollo, sobre todo el con-
tenido del Capitulo 4, en algin asistente de pruebas como Coq o Agda. De esta
forma, la formalizacion podria servir de libreria para demostrar confluencia de
un lenguaje probabilista, o para razonar sobre la reescritura de distribuciones
inducida por el mismo. Pensamos que esto es posible de una manera bastante
directa.

Liberalizar A\ Deberia ser posible extender A\; de varias maneras. Prime-
ro, dijimos que la eleccion de CBN era arbitraria, y CBV funcionaria tam-
bién. De hecho, podrian coexistir con distintos simbolos para las abstracciones.
Ademads, una tercer opcion de abstraccién deberia ser posible en A;: aquellas
que pueden duplicar y ser aplicada a cualquier término mientras no sea pro-
babilista. Seria interesante extender el calculo y la prueba de confluencia para
el mismo. Para la segunda extension, seguramente deberfa hacerse un cambio
a una reduccién paralela como en la prueba mostrada para el A-calculo.

Medicion explicita Nuestro ejemplo de A; da evidencia de que la linea-
lidad es central para que un lenguaje con choice probabilista sea confluente.
Sin embargo, en los lenguajes cudnticos, las superposiciones no reducen es-
pontaneamente a un valor, sino que deben ser explicitamente medidas. Seria
interesante disenar un cdlculo modelo que permita expresar superposiciones
(no necesariamente cudnticas) y medirlas, y conseguir requerimientos para su
confluencia.
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Sobrepasar el soporte finito Una asuncién que atraviesa todo el desa-
rrollo es que las distribuciones tienen soporte finito, para poder modelarlas
como listas. Ademds, asumimos que los conjuntos sobre los cuales formamos
distribuciones son numerablemente infinitos. Deberia ser posible extender el
desarrollo para evitar ambas restricciones, tal vez usando una definicién coin-
ductiva.



Apéndice A

Definicién de Q*

Tomado de (Dal Lago, Masini y Zorzi 2011), adaptado en notacién.

A.1. Sintaxis

x u= xo|a ... variables
rou= ro|ri|... variables cudnticas
T ou= x| {x1,...2p) patrones lineales
v o= wllz patrones
B == 0]1 constantes booleanas
U == Uy|Up|... operadores unitarios
C == B|U constantes
M,N w= .’I}’T‘C’MlMQ"M
| new(M) | meas(M) términos
|

(My,... M) | \p.M

A.2. Bwuena formacion

Debemos imponer las restricciones de linealidad.

Notamos con I' a un conjunto de variables “lineales”, tanto cuanticas como
no, que sélo pueden ser (y deben ser) usadas una vez. Notamos con !A a un
conjunto de variables clasicas con “bangs”, es decir, a un conjunto de la forma
'z;,12;4, . ... La unién de conjuntos se nota como I'1,I's, donde se sobreentiende
que I' y A no comparten variables. Ambos conjuntos pueden ser vacios.

La forma del juicio es: I',!1A F M. Las siguientes reglas definen a la buena
formacion.

T~ T~ WFE-CONST - WF-QVaAr

AFC A F z WE-CVaR

z, A

)
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IAF M
A F g WE-DER -\ WE-PROM
PLIARM Tp AEN i IA M, WET
T To I AF MN  WE-APP m o m IAE (M, M, "' 5 LENS
T'VAFEM W oaxy,...xp,/AFM WE-LaML
TOAFnew(M) VW TOAF M, an). M TEAM
Do lARM DI EM
TIAF agdr WE-LaM2 o mr sy 3 Wh-Lam3
NNIAEM '-M IAFN IAFO
I',!A + meas(M) WE-Meas I'J!IA+if M then N else O WE-Ir

A.3. Semantica

Notamos con Q(M) al conjunto de variables cudnticas libres de M.

Definicién A.1. Una preconfiguracién es una terna [Q, QV, M| donde:
= M es un término
= QV es un conjunto finito de variables cuanticas tal que Q(M) C QV

s Q es un estado cudntico: un vector normalizado sobre las variables
en QV. Por ejemplo, si QV = {r, s}, Q toma la forma

a00|rr—>0
+ api|r—0
+ aplr—1
+ 0411|7“l—>1

® |s +— 0)
® |s 1)
® |s +— 0)
® s+ 1)

~— ~— — ~—

Sea © : QV — RV biyectiva. Si Q(M) C QV definimos (M) de la
manera obvia cambiando todas las variables cuanticas segin ©. Similarmente,
podemos extender © a un mapeo entre estados cuanticos.

Definicién A.2 (Configuracién). Dos preconfiguraciones [Q, QV, M|, [R, RV, N|
se llaman equivalentes cuando exista © : QY — RV biyectiva tal que
N=0(M)y R =06(9).

Una configuracion es una clase de equivalencia de preconfiguraciones
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segun la nocién anterior.

Las reducciones son entre configuraciones. Estd definida inductivamente

por las siguientes reglas.

[Q,QV, (A\z.M)N] —{; [Q, QV, M[N/z]|

[Q, QV, (Alz.M)IN] =L ; [Q, QV, M[N/x]]

[Q, OV, (M (x1,...xn). M) (r1,...,70)] _>c11.ﬂ [Q, 0V, M[ri/x1,...,1n/Tn]]

[Q, QV,if 1 then M else N] _>i1f1 [Q, QV, M|

[Q, QV,if 0 then M else N| = [Q,QV, N]

[Q, QV, Ulriy, ..., ri)] =g [U«m _____ @ QV, (riys i)

cE {07 1} Pec = <Q‘ml,cmr,c|g>
[Q, Qv, meaS<T)] _>]rjﬁeasr [M’!‘,C(Q)7 Qv — {7"}, 'C]

r variable fresca

[Q, QV,new(c)] 2 lew [Q® |1+ ), QV U {r},7]

[Q,QV, L(Ar.M)N)] =}, [Q,QV, (Ar.LM)N]

[Q,QV, (AMr.M)N)L] —! ., 19,9V, (Ar.ML)N]

[Q, QV, M] =4 [R, RV, N|

t
[Q, QV, <M1,...,M,...Mk>} —>ﬁ [R,'RV, <M1,...,N,...Mk>]

[Q,QV, N] =4 [R, RV, P] fa [Q, QV, M| =4 [R, RV, P]
(O, QV, MN| =% [R,RV,MP] [Q, QV, MN| =% [R,RV, PN] "

[Q, QV, M| =% [R, RV, N|

[Q, OV, new(M)] =45 [R,RV,new(N)] in.new
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[Q,QV, M| =5 [R,RV, N]
[Q, QV, meas(M)] =% [R, RV, meas(N)]

in.meas

[(Q,QV, M] =5 [R,RV, N|
[Q, QV,if M then L else P] =5 [R,RV,if N then L else P)]

in.if

(Q,QV, M] =% [R, RV, N]
(9, QV, (Nz.M)] =% [R, RV, (\lz.N)]

in./\1

[Q, QV, M| —E [R, RV, N|
[Q, 9V, (Ar.M)] =4 [R,RV, (\r.N)]

in./\g

Donde notamos con U (i yoermin)) al estado resultante luego de aplicar la matriz
U al estado inicial Q, sobre los qubits relevantes.

El conjunto de todas las etiquetas se denota con L. Los conjuntos de
etiquetas mencionados en el Lema 3.25 son

K = {lcm,r.cm}
N = L—-(KU{meas,})
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Demostraciones

B.1. Demostraciones del Capitulo 4

Demostracion del Lema 4.16. Usando el criterio simplificado del Lema 1.37.
Supongamos que D —»p; E —g F. Debemos encontrar E’ tal que D —g
E" —7.; F. Procedemos por induccién en la forma de las reducciones.

» (F,S). Tenemos:

(pva)7(Q7b)vdS —F (Q7b)7(p7a)7ds
-8 (ql’b)a(q%b)a(paa)vds

Tomamos N’ = (p, a), (q1,b), (g2,b),ds (dos pasos FLIP).

s (J,5). Tenemos:

(pva)’(Q7a)’d5 —J (p+Q7a)ad5
%S (a7 a)? (187 01)7 ds

cona+pB=p+q.
Analizamos por casos.

Si p < a, tomamos E' = (p,a), (o — p,a),(q+p — a,a),ds y hacemos
JOIN de los primeros dos elementos.

Si p > «, tomamos E' = (p+ q — B,a), (8 — ¢,a),(q,a),ds y hacemos
JOIN del segundo y tercer elemento.

» (T'z,S). Tenemos :

(p7 a),ds Tz (p> a),ds' S (plaa)> (p?va)vdsl

Tomamos E' = (p1,a), (p2,a),ds, y aplicamos T?x.
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» (F,TS). Tenemos:

(pa a)v <q7 b)a ds —»p (Q7 b)(p7 a’): ds —g (q17 b)a (q27 b)7 (pa a)a ds
Tomamos E' = (p,a), (q1,b), (g2,b),ds (dos pasos de F).
» (J,TS). Tenemos:

(p’ a)v (Qv a’)v (Tv b)a ds —»j (p +q, a), (’I“, b)v ds
S <p+Qaa)a(T1ab)7(r2ab)ad8

Tomamos E' = (p,a), (q,a), (r1,b), (r2,b),ds.
» (T'z,Ty). Inmediato por HI. [ |

Notar que si tenemos (p,a),ds —p E, sabemos que E tiene la forma
pA+ ds' donde ds —p ds’ y tenemos o bien a — A o bien A = [(1,a)]. Es
decir, [(1,a)] —p A. Usaremos esta descomposicién a continuacion.

Demostracion del Lema 4.18. Usamos el criterio simplificado del Lema 1.37.
Supongamos que D —p; E —p F. Buscamos E’ talque D —p E' —7%,; F.
Por induccién en la forma de la primer reduccién.

s FLiP. Tenemos

(p1,a1), (p2,a2),ds —py (p2,a2),(p1,a1),ds
—p  paAsH p1A; H ds'

para algunas Aj, As,ds’ con [(1, ai)] —p A; (1=1,2) y ds —»p ds'.

Tomamos E' = p1 Ay + psAs +H ds’. Por composicionalidad y multipli-
cidad tenemos que D —p E’. Ademés, E' —7. F haciendo suficientes
Frips para intercambiar los conjuntos de lugar.

= JOIN. Tenemos

(p17a)7(p27a)7d8 —FJ (p1+p27a)>d3
Sp (o1 4 p)A M df

para algunas A, ds’ con [(1,a)] »p Ay ds —p ds'.

Tomamos E' = p1 A+ ps A+ ds’. Por composicionalidad y multiplicidad
tenemos que D —p E’. Ademés, E' —7.; F haciendo suficientes FLIPs
para “intercalar” los conjuntos y luego hacer JOIN para cada par de
elementos.

s TAIL. Tenemos
(p> a),ds —>FJ (p7a)7d5,
—»p pA +H- ds"

para algunas A, ds” con [(1,a)] »p Ay ds' —p ds".
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Por la premisa de TAIL tenemos ds — g ds’. Por la HI, entonces, tene-
mos que existe un E” tal que ds —»p E” —p; ds”.

Tomamos E' = pA +H E”. [ |

Demostracion del Lema 4.19. Analizaremos el caso cuando se parte desde un
singleton. La prueba se extiende facilmente a los otros casos, dado que el SPLIT
ocurre dentro del alcance de un tnico elemento.

Tenemos (1,a) —p [(pi,ai)]i, donde a — [(pi,ai)]i. El SPLIT ocurre en
alguna posicion, llamémosla k. Entonces la reduccion es:

[(pi ai)]; —s (pr,a1) = -2 (@, ap) s (e — s ak) ==+ 2 (Pns an)

Sea E = (p%, a):(1-— p%, a) : ds. Podemos usar la evolucién paralela, por
igual en ambos pares, para evolucionar a:

G poa)], + (1= ) [ina)];
= [(Zpoa)], + (A= )pea)],

Haciendo FLiPs para intercalar las distribuciones, y uniendo con JOIN para
todo i # k llegamos a las mismas probabilidades de la otra distribucién. Para
k, tenemos los pesos % pr=ay(l-— ﬁ) pr = pr — @, como se buscaba. M

B.2. Demostraciones sobre \;

Demostramos algunos lemas auxiliares.

Lema B.1 (Debilitamiento). SiI' C TV y A C A/, entonces I' | A+ M
implica T' | A"+ M.

Demostracion. Por inducciéon en la buena formacion de M.
= WF-VAR, WF-VAR!. Trivial.

= WF-App.
Tenemos M = PQ con I'=T1UTly y

I |AFP Iy |AFQ
Sea I} = (I" = T') UT';. Por la HI, tenemos
"IARP
Entonces, por WF-APP, tenemos
I UTy | AF PQ

Dado que (I" = T)UT; Uy =T, esta es nuestra meta.
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» WF-@®. Andlogo al caso para la aplicacién.

» WF-ABs.

Tenemos M = A\z.P con la premisa
Lz|AFP

Por la HI, tenemos
I''z|AFP

(six € I" =T, debemos a-convertir)

Concluimos por WF-ABS.
WEF-ABs!.
Analogo al caso WF-ABS.

WEF-BANG.
Tenemos I' | A FIM por la premisa

JAFM
Por la HI, tenemos
AT M
Concluimos por WF-BANG, usando I". |

Lema B.2. SiTy,z | A M yTe | AF N entonces Ty UTy | A+

Demostracion. Por induccién en la buena formacion de M.

s WF-VAR.

Tenemos M =y cony € I', z.

Si M = z tenemos M[N/z] = N y concluimos por la buena formacién
de N, aplicando el Lema B.1.

Si M =y, tenemos M[N/x] =y y concluimos por WF-VAR.

WEF-App.
Tenemos M = P(Q), con

F3|A|_P F4|A|—Q rsuly=TI4,x

Sélo uno de I's y T'y contiene a z. Supongamos que es I's = I's, z. En-
tonces, aplica nuestra HI y tenemos que

Lo | AFP = T4UTy | A+ P[N/x]
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Entonces, por WF-App
r,uloUTly | Ak P[N/z] Q

Como tenemos que I'; UTy =T’y y = no estd libre en @, esta es nuestra
meta. Andlogamente se demuestra el caso cuando x € T'y.

WE-®. Andlogo al caso de la aplicacion.

WEF-ABSs.

Tenemos M = A\y.P con I'1,z,y | A+ P, con y # z. Por la HI, tenemos
I'yuTs,y | A+ P[N/z]. Aplicando WF-ABS, tenemos I'y UTy | A +
Ay.P[N/z], nuestra meta.

WF-ABgs!.

Tenemos M = Ay.P con I'y,x | Ay = P. Por la HI, Ty Uy | Ay F
P[N/z]. Aplicando WF-ABs!, tenemos nuestra meta.

WEF-VAR!. No aplica.

WEF-BANG.
Tenemos M =!P. Por la premisa, tenemos - | A + P, y entonces x no
estd libre en P. Concluimos por WF-BANG. |

Lema B.3. SiT' | A,z =M y- | AF N entoncesT' | AF M[N/x].

Demostracion. Por induccion en la buena formacion de M.

= WF-VAR.

Tenemos M = y, con y € I'. La sustitucién no tiene efecto (y # x), y
debemos demostrar I' | A  y. Concluimos con WF-VAR.

WPEF-VAR!.

Tenemos M = y, analizamos por casos. Si y = x, debemos demostrar
I' | A+ N. Concluimos por nuestra hipétesis sobre N y el Lema B.1.
Si y # x, debemos demostrar I' | A I y. Por inversién, debemos tener
y € A. Entonces, concluimos por WF-VAR!.

WF-APp.

Tenemos M = P(). Por inversién, debemos tener
I |AjzkP Dy | Az Q
con I' =T'y UT'y. Aplicando la HI tenemos
I't | A+ P[N/x] Iy | A Q[N/x]
Concluimos por WF-APP.
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» WF-@®. Andlogo al caso de la aplicacién.

= WF-ABs.

Tenemos M = Ay.P con Iy | A,z = P. Por la HI, tenemos I',y | A F
P[N/z]. Concluimos por WF-ABS.

» WF-ABs!.

Tenemos M = Aly.P con I' | A, z,y = P (debemos tener y # x). Por la
HI tenemos I' | A,y = P[N/z]. Concluimos por WF-ABs!.

» WF-BANG.

Tenemos M =!P con I' | A,z F!P. Por inversién, tenemos - | A,z +
P. Aplicando la HI, tenemos - | A F P[N/z]. Concluimos por WF-
BANG. |

Ahora, podemos demostrar la preservacién de buena formacién.

Demostracion del Lema 5.2. Por induccién en M — D.

» R-6.

Tenemos M = (Az.P)(Q. Por inversién de la buena formacién, tenemos
I',z|AFP M| AFQ muly | AFM

Por el Lema B.2 obtenemos el resultado.

» R-3l.
Tenemos M = (Az.P)!Q. Por inversién de la buena formacién, tenemos

Azt P JAFQ

Concluimos aplicando el Lema B.3.

= R-ApPPL.

Tenemos M = PQ y P —— D. Por inversién de la buena formacién,
tenemos

F1’AFP FQ’AFQ F1UF2‘AFM

Por la HI, tenemos que I'y | A = P; para cada P; en D. Entonces, por
WEF-APP, tenemos I'y UTl'y | A F P;Q para cada i, como se necesita.

= R-APPR. Andlogo al anterior.
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R-A.

Tenemos M = (Az.P) y P +—— D. Por inversién de la buena formacion,
tenemos
Lz |AFP

Por la HI, tenemos que I',z | A - P, para cada P; en D. Entonces, por
WEF-ABs, tenemos I' | A - Az.P; para cada i, como se necesita.

R-AL

Andlogo al anterior.

R-®. Tenemos M = P @, Q. Por inversién de la buena formacién, tene-

mos

I |AFP  Ty|AFQ

Ya que I'; C I', podemos aplicar el Lema B.1 para conseguir nuestra
meta de
'NARP NAFQ
R-®-L y R-®-R.
Andlogo a los casos R-AprpL y R-APPR. |
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