Unidad 5 (complemento)

Sistemas de ecuaciones lineales.

Algebra y Geometria Analitica IT (LCC) —  Afio 2016

Resumen

En estas paginas se desarrollan aquellos contenidos de la Unidad 5 del Programa que no
estan cubiertos por las Secciones 1y 2 del Capitulo 1 del libro [1] (paginas 1 a 30 del libro).

1. Introduccion.

Comenzamos recordando algunos conceptos y propiedades ya vistos en clase y que nos seran
de utilidad para el desarrollo de los temas que siguen, los cuales complementan la Unidad 5.

1.1. Notacién matricial de un sistema lineal.

Sea S) un sistema de m ecuaciones lineales con n variables (o incdgnitas)

airy + a12x2 + -+ A1pTy = b
a21T1 + a22%2 + - - - + a2pT = by

s) <. T, (1)
Am121 + AmaX2 + -+ AmpTn = bmu

o sea, un sistema de tamano m x n. Llamaremos: matriz de los coeficientes a la matriz A, de
tamano m X n, constituida por los coeficientes de las variables de S); vector de las variables
al vector columna x, de tamano n, formado por las incégnitas; y vector de las constantes al
vector columna b, de tamano m, con los términos constantes (o términos independientes) del

sistema.:
ail a2 -+ Qlp 1 b1
a1 az2 - Q2 x2 bo
A= S x=|"71, b=| 2 |.  @®
Aml Am2 - Omn Tn bm

También consideraremos la matriz aumentada (o ampliada), que es la matriz A’ :=
(A | b), de tamano m x (n + 1), que se obtiene de agregarle a la matriz A la columna b:

a1 a2 - aip | b
a a -+ agp | b

A=A =| T I (3)
Aml Am2 - Omn bm

Podemos expresar el sistema (1) en forma matricial:
Ax = b, (4)

como se puede comprobar efectuando el producto de las matrices del primer miembro y aplicando
luego la definicién de igualdad de matrices.



1.2. Sistemas equivalentes.

Definicién 1.1 (Sistemas equivalentes) Diremos que dos sistemas de ecuaciones lineales
son equivalentes si ambos tienen las mismas variables y las mismas soluciones.

Ejemplo 1.1 Los siguientes sistemas:

—7x+9y = 11 e4dy — 9
3r—2y = -1 Y {x—i—ly B 5
—r+5y = 9, 2 = %

son equivalentes: ambos tienen la misma (y unica) solucion r =1,y = 2.
Proposicién 1.1 La relacion de equivalencia para sistemas es reflexiva, simétrica y transitiva.
Prueba. Se deja como ejercicio. ]

Dado el sistema (1), si para cada i = 1,...,m llamamos L; al primer miembro de su i-ésima
ecuacion: L; = a;1x1 + ajore + - - - + ajnTy, entonces podemos escribir S) mdas brevemente as:

Ly = b
L = b

s) 2T (5)
Ly, = by

Como veremos en el siguiente Teorema, las operaciones elementales entre las ecuaciones
de un sistema (ver [1], pdg. 7), no alteran la solucién de éste.

Teorema 1.1 (Teorema fundamental de equivalencia de sistemas) Dado un sistema de
ecuaciones lineales, al realizar cualquier operacion elemental entre sus ecuaciones, obtenemos
un sistema equivalente.

Prueba.
1. Lo afirmado es obvio si la operacién elemental es de intercambio.

2. Consideremos ahora una operacién elemental de escalamiento. Sea S) el sistema de
partida y S’) el obtenido de reemplazar la i-ésima ecuacién de S) por un miiltiplo ¢ # 0

de ella:
(L1 = b (L1 = b
S) Lz‘ = bi — Sl) CLZ‘ = Cbi
| L = b Ly = b
= Toda solucién de S) lo es de S'). Seax? := (2} --- 5 )" unasolucién (particular)

de S).! Para ver que x? es solucién de S’) s6lo hay que controlar que x? verifica la
i-ésima ecuacién de S’), pues las restantes son las mismas que estdn en S). Como
anzy + -+ aipah = b; (por verificar xP la ecuacién L; = b;), multiplicando ambos
miembros por ¢ € R resulta (ca;1) 2§ + - - - + (cain) xh = cb;, y por lo tanto xP verifica
la ecuacion cL; = cb;.

'En los simbolos x?, a?, etc., la letra p (de particular) no es un exponente, sino un supraindice (el elemento
compositivo supra significa ‘arriba’ o ‘encima de’).



= Toda solucién de S’) lo es de S). Sea ahora xP una solucién de S’). Para ver que xP
es solucién de S) s6lo hay que controlar que x? verifica la i-ésima ecuacién de S), pues
las restantes son las mismas que estdn en S’). Como (ca;1) 2 + -+ + (ca,) 25, = cb;
(por verificar xP la ecuacién cL; = cb;), multiplicando ambos miembros por ¢~! (que
existe por ser ¢ # 0) resulta aﬂ:ﬁ’f + -+ a;prh = b;, es decir, xP verifica la ecuacién
L;, =b;.

3. Consideremos, por ultimo, una operacién elemental de eliminacién. Sea S) el sistema de
partida y S’) el obtenido de reemplazar la i-ésima ecuacién de S) por la suma de ella més
la j-ésima ecuacién de S) multiplicada por una constante ¢ € R:

(L; = b (L, = b

L; = b Li—I—CLj = bi—Fij
S) 9 — §) {:

L = b L = b

| L = b Lom = by

» Toda solucién de S) lo es de S’). Sea xP una solucién de S). Como ajz] + -+ +

ainxh = b; y aﬂle’ + -+ ajnxﬁ = bj (por verificar xP las ecuaciones L; = b;
y Lj = b;), multiplicando ambos miembros de la segunda ecuacién por c¢ resulta
(caji)af + -+ + (cajn) 2h = cb;, y sumando miembro a miembro ambas igualdades
resulta (a;1 + ca;1) leo—&—- -+ (ain + cajn) b = b; +cb;, es decir, xP verifica la ecuacién
L;+cLj = b;+ cbj, que es la i-ésima ecuacién de S’). Como ésta es la tnica ecuacién
de §’) distinta de las de S), tenemos que xP es solucién de 7).

» Toda solucién de S’) lo es de S). Sea xP una solucién de S’). Como:

(air + caji) @ + - + (ain + cajn) 2 = b; + cb;

(por verificar xP la ecuaciéon L; + cL; = b; + cb;), distribuyendo y transponiendo
términos obtenemos que a;12) +- - -+ apmah+ (cajizl + - - + cajnah) = bj+cbj. Como
ajizl + -+ + ajnah, = bj, por verificar xP la j-ésima ecuacién de S’), multiplicando
ambos miembros por ¢ resulta que cajia} + - - - + cajnah, = cb;. Reemplazando queda
ain@) 4+ amah 4+ cbj = b; + cbj, y cancelando cb; resulta aj12] + - - - + aipxh, = b,
y asi es que xP verifica la i-ésima ecuacién de S) : L; = b;, que es la tnica ecuacién
de S) diferente de las de S’). Luego, x? es solucién de S).

El Teorema estd completamente demostrado. [

1.3. Rango de una matriz y sistemas de ecuaciones.

Sabemos (ver [1], pag. 20) que en toda forma de renglén escalén E de una matriz A, los
pivotes se encuentran en las mismas filas y columnas. De este hecho resulta que las posiciones
pivotes de A son fijas y, en particular, es fija la cantidad de columnas pivotes. Esta propiedad
permite dar la definicién de rango de una matriz.?

2Se dice que el rango de una matriz es un “invariante” de la matriz por operaciones elementales.



Definicién 1.2 Dada una matriz A de tamano m x n llamaremos rango (o caracteristica)
de A, y lo simbolizaremos rg (A), al nimero de columnas pivote de cualquier forma de renglon
escalon E de A (o equivalentemente: al nimero de filas no nulas de E).

Si la matriz A es de tamano m X n, se desprende de la definicién que rg (A) < myrg(A) <n,
es decir que rg (A) < min{m,n}.

Consideremos ahora el sistema (1) y sean: A su matriz de coeficientes, A’ = (A4 | b) su matriz
aumentada y E' una forma de renglén escalén de A’. Sabemos (ver [1], Teorema 2, pag. 23) que:

1. Si la ultima fila no nula de E’ es de la forma:
(OO0 -+ 0 | ¢, con ¢ # 0 y situado en la columna n + 1,

entonces el sistema es incompatible (o inconsistente), es decir: no tiene solucién (vale
también la reciproca). Observemos que este caso se da si, y sélo si rg (A | b) > rg (A).
Luego: (1) es incompatible si, y s6lo si rg (A4 | b) > rg(A).

2. Si, en cambio, la tltima fila no nula de E’ es de la forma:
(00 -+ 0 ¢ % | %), con ¢ # 0 y situado en cualquier columna j de F

(y por lo tanto es 1 < j < n), entonces el sistema es compatible (o consistente), es decir:
admite solucién (vale también la reciproca). Este caso se da si, y s6losirg (A | b) =rg(A),
valor que simbolizamos r y lo llamaremos rango del sistema.

Luego: (1) es compatible si, y sélo si rg (A | b) =rg(A).

Si (1) es compatible de rango r, entonces pueden presentarse estas dos situaciones:

a) que sea r = n, en cuyo caso el sistema es determinado (hay solucién tnica); y

b) que sea r < n, en cuyo caso el sistema es indeterminado (hay infinitas soluciones).

El Teorema de Rouché-Frobenius sintetiza las conclusiones precedentes y caracteriza el con-
junto solucion de un sistema de ecuaciones lineales.

Teorema 1.2 (Rouché-Frobenius) Si Ax = b es un sistema de ecuaciones lineales con n
incognitas, el mismo admite solucion si, y solo sirg(A) =rg(A|b). En tal caso, llamando r a
dicho valor (rango del sistema), la solucion es unica sir = n y hay infinitas soluciones sir < n.

1.4. Resolucion simultanea de sistemas lineales.

Definicion 1.3 Dos o mas sistemas de ecuaciones lineales con el mismo numero de ecuaciones
y de variables se dicen stmultdneos si todos ellos tienen la misma matriz de coeficientes.

Dados N sistemas simultaneos:
AXl :bl, AXQZbQ, ey AXN:bN,

éstos pueden resolverse “simultaneamente” considerando la “matriz aumentada” del conjunto
de todos ellos, esto es, la siguiente matriz:

A/:(A’bl‘b2‘|b]\[),

que es la que se obtiene de agregarle a la matriz de coeficientes comtn A, las columnas formadas
por los términos constantes by, b, ..., by de cada sistema.



Llevando A’ a una forma de renglén escalén (por aplicacién del Algoritmo 1 de eliminacién
de Gauss, en [1], pag. 18) obtendremos la matriz:

/
FE Z:(E‘C1|02’...’CN),
pudiendo resolverse por sustitucion hacia atras a cada uno de los N sistemas equivalentes:
EX1 = Cq, EXQZCQ, ey EXN:CN,

y encontrando asi la solucién de cada uno de los N sistemas de partida.

La “simultaneidad” de los sistemas originales permite que, aplicando s6lo una vez el algo-
ritmo de eliminacién de Gauss, podamos resolver todos los sistemas “al mismo tiempo”.

En la préxima Seccién §2.2 (en pég. 8) veremos una aplicacién de la resolucién simultdnea
de sistemas y en el préximo Ejemplo 2.2 (en pag. 9) se resuelven dos sistemas simulténeos.

2. Sistemas Cuadrados.

Consideremos a continuacién un sistema S) cuadrado, es decir, con igual nimero de ecua-
ciones que de incégnitas (m = n). En este caso la matriz de coeficientes A serd cuadrada de
tamano n X n y su matriz aumentada A’ serd de tamano nx (n+1). Si S) es un sistema cuadrado
con n ecuaciones y n incégnitas, diremos que S) es un sistema de tamano n.

Lema 2.1 Si S) es un sistema cuadrado, A es su matriz de coeficientes y E es una forma de
renglon escalon de A, entonces: det E # 0 < det A # 0.

Prueba. Por el algoritmo de eliminacién de Gauss sabemos que para pasar de A a E es suficiente
con las siguientes operaciones elementales de filas: eliminacién y/o intercambio (es decir, no
es necesario el escalamiento). A su vez, por la Proposicién 2.24 y el Ejercicio 2.25 de la
guia de Matrices y determinantes [2] (en la pag. 20 de dicha guia), sabemos que la operacién de
eliminacién no cambia el determinante, y por el Corolario 2.22 y el Ejercicio 2.23 (en las pags. 19
y 20 de la misma guia) sabemos que cada intercambio de filas cambia el signo del determinante,
de modo que entre los determinantes de A y F existe la siguiente relacién:

det B = £ det A, 0 mas precisamente, det E = (—1)F det A,

donde k es el nimero de intercambios de filas que fueron necesarios para llegar de A a F.
Entonces claramente det £ = 0 < det A = 0, o equivalentemente: det F # 0 < det A # 0, lo
que completa la demostracion del Lema. n

2.1. La regla de Cramer.

Teorema 2.1 (Teorema de Cramer) Si S) es un sistema cuadrado y A es su matriz de
coeficientes, entonces S) es compatible determinado si, y solo si det A # 0.

Prueba. Sea Ax = b la notacién matricial de S), sea E' = (F | ¢) una forma de renglén escalén
de la matriz aumentada A" = (A | b) de S), y sea S’) el sistema Ex = c. Por el Teorema 1.1
sabemos que S) y S’) son equivalentes (es decir: tienen las mismas soluciones). Luego: S) es
compatible determinado si, y sélo si S’) es compatible determinado. A su vez, por el Teorema
de Unicidad de soluciones (Teorema 3 de [1], en pdg. 24), esto tultimo sucede si, y sélo si cada
columna de E es de pivote (y la dltima columna de E’ no lo es). Siendo E una matriz cuadrada,
esto equivale a que cada una de las posiciones e;; de su diagonal principal sea de pivoteo (ver



[1], pdg. 20). Y como, por definicién, un pivote es no nulo, y debajo de él todos los elementos
son ceros, E resulta ser una matriz triangular (superior) y por lo tanto su determinante es igual
al producto de los elementos de la diagonal principal (ver [2], Proposicién 2.27, en pag. 21). Por
lo tanto es det ' = ej1e99 -+ €py # 0. Y como por el Lema 2.1 es det E # 0 < det A # 0, el
Teorema esta probado. [

Corolario 2.1 Para todo sistema cuadrado compatible determinado con notacion matricial
Ax = b, se verifica que:

x = A" 'b.

Prueba. Como Ax = b es un sistema cuadrado compatible determinado, por el Teorema de
Cramer sabemos que det A # 0 y por lo tanto la matriz A es invertible (Corolario 2.31, en pag.
22 de [2]). Pre-multiplicando por A~! ambos miembros® de Ax = b podemos “despejar” x:

Ax=b = AlAx)=A"b = A 'Ax=4"Tb

= Ix=A"D = x=A"'b,

resultando asi la tesis. n

Teorema 2.2 (Regla de Cramer) Si A es la matriz de los coeficientes de un sistema cua-

drado compatible determinado de tamano n, y para cada j = 1,...,n es A;- la matriz que se
obtiene de sustituir la columna j de A por la columna de los términos constantes, entonces:
*
o det (Aj).
J det A

Observaciones previas.

e Recordemos que dada una matriz A = (a;;),,,,, simbolizibamos:
Cj = .
Q5
a la j-ésima columna de A, con j = 1,...,n (ver [2], pdg. 17, Notacion), y consecuentemente

podemos expresar A como una matriz de vectores columna:
A=(Cy Cy -+ Cy).

e Si el sistema cuadrado compatible determinado del enunciado es, en notacién matricial,

Ax = b, entonces las matrices A y A; resultan ser las matrices con los siguientes vectores

columna:?*

A = (C - Cj1 Cj Cipn -+ Cy),
A = (G - Cj1 b Cjpr --- Cp), paratodoj=1,...,n.

Prueba. (de la Regla de Cramer) Por el Corolario 2.1 sabemos que

x = A7 b, (6)

3Es decir: multiplicando por A™! “a la izquierda” en ambos miembros.

4Si j = 1 entonces b estd en la primera columna de la matriz A% (que, como j = 1, serfa A7), ysij =n
entonces b estd en la dltima columna de la matriz A} (que, como j = n, serfa A},).



donde (ver [2], pdg. 26, Corolario 2.42):

AT = —adj A= ((adj A)y) = ((adj A””’) .

det A det A det A
Aplicando en (6) la definicién de producto e igualdad de matrices, para todo j =1,...,n:
" (adj A)jk 1 &<, .
_ b — A -
i ; det A G det A l; (adj A)j - b

y como (ver [2], pdg. 25, Definicién 2.40): (adj A);; = Cj; = (—1)7*det A(j|i) para todo i, j =
1,...,n; resulta que:

tAZ(—nkﬂdetA(kyj).bk.
k=1

Ti=
7 de

De la definicién de la matriz A} surge claramente que A(k|j) = A} (k|j) paratodo k,j =1,...,n,
de donde, reemplazando, resulta:

tA;( 1447 det A% (k| ) bk—detA;( 149y det A3 (k|j) = - det (47),

T =
7 de

valiendo, la ltima igualdad, por el desarrollo del determinante de A; por los elementos de su
j-ésima columna (ver [2], pag. 25, Corolario 2.38). El Teorema estd demostrado. "

Ejemplo 2.1 1. Verificar que el siguiente sistema cuadrado de tamarnio 2 es determinado:

3z —2y = -1
5) {—m+5y = 9

2. Resolver S) aplicando la regla de Cramer.

Solucion.

= Dado que:

3 -2 3 -2
A_<_1 5> y detA_'_1 5‘_15—2_13;&0,

resulta, por el Teorema de Cramer, que el S) es compatible determinado.

= Y por la regla de Cramer tenemos que:

-1 =2
det (A?) 9 5 5+ 18
= = = = = 1
v 1T et A 13 13 ’
5]
det (43) |1 9| 27-1
= = = == =2
Y 27 Tdet A 13 13



2.2. Cadalculo alternativo de la inversa de una matriz cuadrada.

Dada una matriz cuadrada A, el procedimiento descrito en §1.4 para resolver sistemas si-
multdneos, puede aplicarse, como veremos, tanto para determinar si A es invertible; como asi-
mismo para obtener, en caso que sea invertible, la matriz A~! (la inversa de A).

Ma3s atun, la aplicaciéon del procedimiento que a continuacién describiremos, constituye una
manera mas practica y eficiente para ambos fines: para determinar si A es invertible, es preferible
al Corolario 2.31 (en la péag. 22 de [2]), que requiere el cdlculo del determinante de A; y para
obtener A~! (en caso que exista), es preferible al Corolario 2.42 (en la pag. 26 de [2]), que
requiere el calculo del determinante de A y de la matriz adjunta de A (ver también los Ejemplos
2.44 y 2.45, en pégs. 26-27 de [2], que hacen uso de dichos Corolarios).

Para explicar el procedimiento en cuestion, consideremos una matriz A de tamano n X n y
supongamos que A~! existe y que desconocemos sus n x n elementos (incégnitas):

11 T12 o Tin

x21 22 o I2n
Al =

Tpl Tp2 *°° Tnn

Por definicién de matriz inversa, sabemos que se debe verificar la siguiente condicidn:
-1 _
AAT =1,,

la cual es una identidad matricial tal, que si expresamos A~! e I,, como matrices de vectores
columna, es equivalente a esta otra:

A(ATY o AN =(er o e, (7)

n

donde Al_l, ..., A1 representan las columnas de la matriz A~! y ey,...,e, representan las
columnas de I,, (es decir que e; es un vector columna formado por ceros, excepto en la fila i, en
el cual hay un uno, para todo ¢ =1,...,n).

Por definicién de producto de matrices (pensando a cada columna de A~! como un vector
columna), puede probarse (se deja como ejercicio), que:

ACATY o A7) = (A4 A4, (®)

Igualando a continuacion las columnas de las matrices de los segundos miembros de las igual-
dades (7) y (8) tenemos que:

AA =1, & paratodo j=1,...,n: AA;lzej.

Pero resulta que cada igualdad matricial:
—1

no es mas que un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas, en el cual: las incognitas
son los elementos de la columna j de A~! y los términos constantes son la columna j de I,,.
Aparece asi el siguiente conjunto de n sistemas simultdneos (uno para cada valor de j):

AAT = ey, AAT! = ey, AA = e,

los cuales, como tales, pueden resolverse “simultdneamente” como se explico en la Seccién §1.4
(luego de la Definicién 1.3).



Si hacemos dicha resolucién a través del algoritmo de eliminacién de Gauss, hasta obtener
la forma de escaléon reducida de la matriz aumentada del conjunto de los n sistemas, y los n
sistemas son compatibles, entonces directamente habremos obtenido A~!, como veremos en el
siguiente ejemplo. El proceso puede esquematizarse ast: (A | I) — --- (Gauss)--- — (I | A71).

Ademss, si alguno de los sistemas no es compatible determinado, entonces A no es invertible.

Ejemplo 2.2 Hallar, si existe, la matriz inversa de:

=(40s)

Llamando z,y, z y w (incégnitas) a los elementos de A~

A_1: x )
z w)’

a éstos podemos obtenerlos, de acuerdo a los visto anteriormente, resolviendo los siguientes
sistemas simultaneos:

20 +2z = 1 2y +w = 0
51) {—x—l—?)z 0 Y 52) {—y+3w = 1.

la matriz aumentada de ambos sistemas es la siguiente:

) 2 1|10 )
A= ( -1 3]0 1 /)’
de modo que la resolucién simultédnea de S1) y S2) podemos llevarla a cabo a través del algoritmo
de eliminacién de Gauss aplicado a A’, hasta llegar a su (tnica) forma de renglén escalén
reducida:

11 11
( 2 1,10 ) f1—>%f1( 15132 0 ) fo—fa+£y ( 1 2|2 0 >f2—>§f2
-1 3]0 1) —\ -1 3]0 1 0 213 1/ ——
11 3 1
< L3 2 (2) >f1%f1f%f2 < 10 I )’
0 1|% = /) —— 0 1|= =
resultando asi los siguientes sistemas S1)* y S2)*, equivalentes a S7) y S2) respectivamente:

|
=

9)

i L (VY]

y S5 {y .

=,

S1)" {x .

2 1 § -1
demodoquesiA:<_1 3>,entoncesA_1:<{ 7).

2
7 7
Nota 2.1 En la prdctica, para hallar la inversa de la matriz A del ejemplo anterior, podemos

aplicar directamente el proceso esquematizado: (A | I) — --- (Gauss)--- — (I | A7), sin
plantear explicitamente los sistemas equivalentes (9). Seria del siguiente modo:

11 1)1
( 2 1 1 0 ) fl—)%f1 ( 1 2 2 0 ) fo—fo+£f1 ( 1 ? ? 0 ) fg—)%fz
1 3/0o1/)—=>=\V-a3|0o1/)——=\o |l 1)—
1 3L oo0 ; 1 02 -1 2 -
2 | 2 f1—f1—2f 7 -1 _ 7
( 0o 1 % % ) 1—f1—3f ( 01 i % ) , concluyendo que A (g % > )

Para completar esta Seccién 2.2, se recomienda leer las pags. 174-175 del libro [1] (el Ejemplo
20 y el Algoritmo 1 para invertir una matriz).



Referencias

[1] Nakos, G. y Joyner, D. Algebm Lineal con Aplicaciones. Thompson International, 1999.

[2] Reggiani, Silvio. Matrices y Determinantes. Facultad de Ciencas Exactas, Ingenieria y
Agrimensura, UNR, 2015.

Indice

1. Introduccioén. 1
1.1. Notacién matricial de un sistema lineal. . . . . . . . . . . ... .. ... .. ... 1
1.2. Sistemas equivalentes. . . . . . . . .. 2
1.3. Rango de una matriz y sistemas de ecuaciones. . . . . . . .. ... ... ... .. 3
1.4. Resolucion simultanea de sistemas lineales. . . . . . . . . . .. ... ... .... 4

2. Sistemas Cuadrados. 5
2.1. Lareglade Cramer. . . . . . . . . . . 5
2.2. Caélculo alternativo de la inversa de una matriz cuadrada. . . . . . . . .. .. .. 8

10



