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Analisis Matematico I1 - LCC

Unidad 1 - Aplicaciones de la derivada.

1p Extremos de una funcién.
®  La derivacién se puede utilizar para determinar los eztremos de una funcién, es decir los méaximos y
minimos.
Definiciéon: Sean f: D CR — R una funcién y ¢,d € D diremos que:
i) f(c) es mdzimo absoluto de fen Dsi f(z) < f(c) VzeD.
ii) f(d) es minimo absoluto de f en Dsi f(x) > f(d) VzeD.
Un nimero que es un maximo absoluto o un minimo absoluto de una funcién f se denomina valor
extremo o extremo de f.
También se dice que f alcanza su méximo absoluto en ¢ si f(c) es un méaximo absoluto o que f
alcanza su minimo absoluto en d si f(d) es un minimo absoluto
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f(c) méx absoluto, f(d) min absoluto f(a) min absoluto, f no tiene mdx absoluto.

Nota: No todas las funciones tienen extremos. Condicién suficiente de existencia de extremos.

Teorema de Weierstrass: Sea f continua en un intervalo cerrado y acotado [a,b]. Entonces f

alcanza su méximo y minimo absoluto en [a,b]. Es decir, existen ¢ € [a,b] y d € [a,b] tales que

f@) <fle) Vzelablyf(d)<fz) Vzelab]

Dem: no la hacemos.

Observacién: Las hipétesis f continua y [a, b] cerrado y acotado son imprescindibles.
Ejemplos:
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f cont en (a,b) pero f no tiene max abs en [a, b] f(z) = 2% es cont
no tiene max (aunque si min) . o - sin embargo
y es f(c) peo .Q(c) M alos - no tiene max abs

si tiene min abs.




Definicién: Sean f: D C R — R una funcién y ¢,d € D diremos que:

i) f alcanza un mdzimo relativo en ¢ (o que f(c) es un maximo relativo de f) si existe un entorno
de ¢, E(c) tal que f(z) < f(c) Vz € E(c).

ii) f alcanza un minimo relativo en d (o que f(d) es un minimo relativo de f) si existe un entorno
de d, E(d) tal que f(z) > f(d) Vz € E(d).

iii) f tiene un estremo relativo en z, si tiene un maximo o un minimo relativo en .

Observacién: Un méximo relativo en ¢ es un méaximo absoluto en cierto entorno de ¢, si bien no
necesariamente es absoluto en D y naturalmente todo méximo absoluto es, en particular, maximo
relativo. Notaremos MA (méximo absoluto), MR (méximo relativo), ma (minimo absoluto) y mr
(mifnimo relativo). También se suele usar el término extremo local en lugar de relativo.

Ejemplos:
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f(z1) es MR y f(z2) es mr 9(z1) y g(zs) son MR,
no tiene MA ni ma g(x2) es mr, no tiene ma

g(z3) es ademds MA
Veremos una condicién necesaria de existencia de extremos para funciones derivables.
Teorema de Fermat: Sea f definida en un entorno de zp y supongamos que f tiene en xp un
extremo relativo. Entonces, si f es derivable en g, es f'(zg) = 0.

Dem: Por el absurdo, supongamos que f'(zq) # 0. Es decir, f'(zo) > 00 f'(zo) < 0. Supongamos
que fuese f’'(zg) > 0. Tenemos que

f,(xo) — lim f(.’L') —f(w()) >0
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Por el teorema de conservacién del signo, existirda un § > 0 tal que si 0 < |z —zo| < § =

f(x)_f(x0)>0, 4 :< 1 A
T — X9 \“. YI\O ’ .
Por lo tanto: Koy Kot
-sizg— 8 < x < 7z (0 sea x estd a la izq de zo) : f(_m;—_i‘(_xo_) >0yz—20< 0=
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f@)—f(z) <0=  f(z) < f(zo)-
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Es decir, f no tendrd un extremo relativo en zy Absurdo! por lo tanto no puede ser f'(zg) > 0.
Anélogamente, no podrd ser f'(xq) < 0.

Observacién: 1) El teorema dice que si existe f'(zp) y f tiene un extremo relat en z,, entonces
f'(zo) = 0. No vale el reciproco, (la condicién no es suficiente).
Ejemplo: f(z) = z3, f es derivable y f’(0) = 0 sin embargo f no tiene extremo relativo en 0.
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2) El teorema nos dice que si f tiene un extremo relativo en zg, o bien f'(z9) = 0 o bien A f'(zq).
Ejemplo: f(z) = |z| tiene un minimo abs en 0y # f'(x). A
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Definicion: Decimos que ¢ € dom f es un punto critico de f si f'(c) = 0o f no es derivable en ¢ (o
sea B f'(c). :

Observacién 1) El teorema de Fermat nos dice que si f tiene un extremo relativo en c, entonces ¢ es
un punto critico de f. Por lo tanto, para hallar extremos relativos de una funcién, debemos localizar
sus puntos criticos y necesitaremos establecer un criterio para analizar si en ellos hay o no extremos
y de que tipo, pues no en todo punto critico hay extremos, por €j f(z) = 3.

2) El teorema de Weierstrass nos asegura la existencia de méximo y minimo absolutos para una
funcién continua en [a, b]. Estos pueden alcanzarse en a, en b o en puntos interiores del intervalo.
Para hallarlos, entonces, deberemos localizar los puntos criticos de f en (a,b) y comparar el valor

de f en ellos con f(a) y f(b). El mayor de todos serd el maximo absoluto y el menor, el minimo
absoluto.

Ejemplo: Hallar los extremos de f(z) = 2° — 322 + 1 en [—1,4]. f es derivable en (—3,4), por lo

tanto no hay puntos criticos donde la derivada no exista. Busquemos en los x tales f'(z) = 0,

es decir, 32 —6r =0 z=0¢€ (—3,4) o v =2 € (—3,4). Calculamos f en los extremos del

intervalo f(—3) = 3, f (4) = 17 y en los puntos criticos f(0) = 1y f (2) = —3 y comparamos

todos los valores, entonces | f (2) = =3 esma|y|f(4) = 17 es MA | esbozo de la grifica de f.
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Teorema: Sea f'(xo) = f"(z0) = ... = f ™V (x0) = 0y f™ (z¢) # 0. Si f™ es continua en un
entorno E(z,), entonces:

sinespar = f(zg) es un extremo

sin es impar = no hay extremo en z;
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. menos) un ¢ € (a,b) tal que f'(c)
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Dem: no la hacemos.
Ejemplo: f(z) =a™, n €N, 2o = 0. Completar!
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Teoremas de valor medio.
Teorema de los valores intermedios: Sea f definida en el intervalo [a,b] y supongamos que f
es continua en [a,b]. Sean M y m sus respectivos méximos y minimos af{solutos. Entonces alcanza

todos los valores entre m y M. Es decir, Im f = [m, M]. Q,‘H{Z _A}
|

Dem: no la hacemos. 7

o 4
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Teorema de Rolle: Sea f definida en el intervalo [a,b] y supongamos que f es continua en [a, ],

derivable en (a,b) y que f(a) = f(b). Entonces existe un ¢ € (a, b) tal que f'(c) = 0.

Dem: Por ser f continua en [a,b] el teorema de Weierstrass asegura la existencia de extremos de
f en [a,b]. Sean M el mdximo absoluto de f en [a,b] y m el minimo absoluto de f en [a,b].
Serd entonces m < M. Si fuese m = M, resultarfa f(z) = cte = m = M en [a,b] y por lo tanto
tendrfamos f'(z) = 0 Vz € (a,b). Si m < M, por ser f(a) = f(b), al menos uno de los valores
entre m y M sera asumido en un punto interior ¢ € (a,b). Por lo tanto, f tendrd un extremoy
relativo en c y siendo derivable en (a,b), serd f'(c) = 0. O

Teorema de Lagrange (Teorema del valor medio del cdlculo diferencial): Sea f definida en
el intervalo [a,b] y supongamos que f es continua en [a,b] y derivable en (a,b). Entonces existe (al
_ fb) = fla)
 b—a

Interpretacién geométrica La pendiente de la recta secante s es

f(®) — f(a)
b

, la de la recta

tangente t a la grafica de f en c es f'(c). Si las pendientes son iguales, entonces s || .

A c b DS
Dem: Definimos F(z) = f(z) — f_(%))%@) (z — a) para z € [a, b], entonces F verifica:
) F@)=fla) - T8 o)< )
£y = £0) - L0 ID 40y = 1) - 50) + £(0) = f(@)
Luego
F(a) = F(b)

ii) I es continua en [a, b] por ser f continua en [a,b] y el dlgebra de las funciones continuas.
iii) F es derivable en (a, b) por ser f derivable en (a,b) y el dlgebra de las funciones derivables.

Por i, ii y iii F' verifica las hipdtesis del teorema de Rolle, entonces existe ¢ € (a,b) tal que
F'(c) = 0.
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Ahora, para cada = € (a,b) es F'(z) = f'(z)— W, luego F'(c) = f'(c)— f(bl)) _ (J;(a)
f(b) fb) ~ f(a)

0, entonces f'(c) =
-a

Teorema de Cauchy: Sean f y g funciones continuas en [a, b] y derivables en (a, b) . Entonces existe

c € (a,b) tal que
f' () (g(®) —g(a)) =g'(c) (f (b) - £ (a))

Dem: Ejercicio, definir h(z) = f(z)[g(b) — g(a)] — g(z)[f(b) — f(a)] y aplicar el teorema de Rolle a
la funcién h.

Observacién: El teorema de Rolle es un caso particular del teorema de Lagrange y éste un caso
particular del teorema de Cauchy, cuando g (z) = z.

Propiedades geométricas de las funciones. Criterios para determinar creci-
miento, convexidad y extremos.

Teorema (criterio para determinar los intervalos de monotonia de una funcién): Sea f
una funcién continua en [a,b] y derivable en (a, b).

a) Si f'(x) > 0 Vz € (a,b) entonces f es estrictamente creciente en [a, b].

b) Si f'(z) < 0 Vz € (a,b) entonces f es estrictamente decreciente en |a, b].

c) Si f'(z) = 0 Vz € (a,b) entonces f es constante en [a, b].

Dem: Sean z1,z; € [a,b] tales que z; < x; por teorema de Lagrange 3c € (x1,73) tal que f'(c) =
f(z2) — f(z1)
To—1T17

a) Como f'(z) > 0 Vz € (a,b) entonces f'(c) = f—(ﬁ)—_m > 0y zo — 27 > 0 resulta

To — Ty
f(z2) > f(zy) y luego f es estrictamente creciente en [a, b].

b) Anélogo para f'(z) < 0 Vz € (a,b) resulta f(z3) < f(z,).

c) Sea ahora z € (a,b), por teorema de Lagrange existe ¢ € (a, z) tal que f'(c) = w.
Como f'(z) = 0 resulta f'(c) = 0 entonces f(z) = f(a) Vz € (a,b] y como es f es continua, es
f(z) = f(a) Yz € [a,b]. Entonces f es constante en [a, b]. O

Observacién: 1) Puede ser f'(z) > 0 en (a,b) y resultar f estrictamente creciente en [a, ].

Ejemplo: f(r) = z* es estrictamente creciente en R y f/(0) = 0. /—/_J_‘

2) Puede ser creciente o decreciente en (a,b) y no ser derivable.
EN

Teorema (criterio de la derivada primera para la determinacién de extremos): Sea f una
funcién continua en [a, b] y derivable en (a,b) salvo a lo sumo en zy € (a,b).
a) Si f'(z) > 0Vz € (a,0) y f'(x) <0 Vz € (x0,b) entonces f(zo) es el maximo de f en (a, b).
b) Si f'(z) <0 Vz € (a,z0) y f'(z) > 0 Vz € (z0,b) entonces f(zo) es el minimo de f en (a,b).
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Dem: a) El teorema anterior nos dice que f es estrictamente creciente en (a,zg) y estrictamente
decreciente en (xg, b), luego f(z) < f(zo) Yz # zo luego f tiene un maximo en xy.

b) Analogo. O

Recordemos que por teorema de Weierstrass si f es continua {a, b] posee extremos absolutos, si ademéds
. f es derivable en (a, b) entonces esos extremos pueden presentarse en a, b (los extremos del intervalo)
/ o bien, en los puntos en donde f’(x) = 0, es decir en los puntos criticos, pero no necesariamente
todos los puntos criticos serdn extremos de f, por ejemplo si f constante en las cercanias de un punto
critico. Debemos estudiar entonces o bien el signo de la derivada primera en las cercanias del punto
*critico o signo de la derivada segunda en el punto critico, como lo demuestra el siguiente:

Teorema (criterio de la derivada segunda para la determinacién de extremos): Sea f una
funcién dos veces derivable en (a, b) tal que f” es continua en ¢ € (a,b) y f'(c) = 0 (c es punto critico
de f). Entonces:

a) Si f”(c) > 0 entonces f (c) es un minimo relativo.

b) Si f”(c) < 0 entonces f(c) es un maximo relativo.

Dem: a) Si f“(c) > 0, por ser f” continua en ¢, existird un entorno E(c,§) donde f’(z) > 0
Vz € E(c,d) (por teorema de conservacién del signo). Por lo tanto por teorema anterior es
f' estrictamente creciente en E (c,d) pero como f'(c) = 0y f’ continua en E(c,d) (por ser
derivable) con lo que f’ cambio de signo (de negativa a positiva) en c, luego f tiene un minimo
relativo en c. \5 A

- \
b) andlogo. \- O

ze=", f es dos veces derivable y f” continua en R. f'(z) = e™® +

1-20)=0&1-222=0& 1 = :I:?, puntos criticos z; = —? y

Ejemplo: Sea f(z) =
ze™® (—2z) = e %

2

>0
_ _V2
Ty = — g

1) Criterio de derivada primera, intervalos de monotonia.

fl(x) = e;gz(l -272) >0 1-212 >0 2 € (——‘é—i,—‘é—i) y fl(z) = e;gz(l - 27?) <

lel-222<0ezc (—oo,-——‘ég) yzT€ (‘/75,00) entonces f es creciente en (—?, ‘/75) y
decreciente en (——oo, —%) y en (‘/75,00) .




2) Criterio de derivada segunda.

(@) = e (=2z) (1 — 22%) + e**(—4z) = e *(—6z + 4z%), calculamos f” en los puntos
criticos:

3

(@) = et (-62 +4(£)) = ~2v2et <0
3

F(=F) = et L -4 (E)) =2v2e 7 >0

Por ambos criterios podemos concluir que f tiene en ¥Z un max relativo y un min relativo en

/3 2

—¥2
No Cenvexos

Concavidad y convexidad. Puntos de inflexién.
Definiciéon: Un conjunto C' se dice convexo si Vp, g € C, el segmento pg C C.

(ENVexos

Cémo se aplican estos conceptos a una funcién?

Definicion: Llamamos epigrafo a la regién que estd por encima de Gy. Diremos que f es conveza,

si su epigrafo es convexo. Diremos que f es concava si —f es convexa.
/) £ '
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Consideremos un punto z € (z,y) entonces z = ay + (1 — @)z para algin a € (0,1). El punto de
abscisa z que estd en el segmento Pyp; tiene ordenada w = af(y) + (1 — a) f(z). En efecto, como

z—z=aly—z)
f@) - f@) _w=f(z) _w—f()
Lly—=) Z—% ofy—T) i
entonces w — f(z) = a(f(y) — f(2)) = w = af @) + (1 - a)f(2). v '
Definicion:
a) Una funcién f se dice convera en un intervalo [a, b] sii cualesquiera sean z,y € [a,b] y @ € (0,1)
se tiene

flay+(1—a)z) <af(y)+(1-a)f(z)

b) Una funcién f se dice cdncava en un intervalo [a, b] sii cualesquiera sean z,y € [a,b] y @ € (0,1)
se tiene

flay+(1—a)z) 2 af (y) + (1 —a) f ()

s - nvexd



M Ejemplo: f(z) = |z| enR. Sean z,y e Ry 2 = ay + (1 — @)z, con a € (0, 1),

fz) = lzl=loy+(1-a)z| < oyl +1(1 = o) 2] = lof |yl + |1 — o 2] =
> >

des triang

= a|y|+(1—a)|w|=af(y)+(1—a)f($)

luego f es convexa en R.
Propiedad: Si f es convexa en [a, b], entonces — f es céncava en [a, b].
Dem: egjercicio.

Teorema (criterios de la derivada primera y segunda para la determinacién de la con-
cavidad):
1) Sea f continua en [a,b] y derwable en (a,b):
i) si f’ es creciente en (a,b) entonces f es convexa en [a, b],
ii) si f’ es decreciente en (a,b) entonces f es céncava en [a, b].
2) Ademas, si existe f” en (a,b) :
i) si f” > 0 en (a,b) entonces f es convexa en [a, b],
ii) si f” < 0 en (a,b) entonces f es céncava en [a, b].

% A \3 A

1

, ]
+ (I t }
o b >>( o~ 1:7'1\

Dem: 1) i) Sean z,y talesque a <z <y <byz=ay+ (1 —a)z, con a € (0,1). Veamos que las
siguientes expresiones son equivalentes:

f es convexa en [a, b

f(2) +af(z2) —af(z)

f@<af(y)+(1-a)f(z)e

af(y) +(1—a) f(z) &

f(2)=af(x)+(1—a)f(z) af(y)+(1-a)f(z) &
(1-0a)[f(z) - f (=) alf (y) = f(2)]

Mostraremos entonces que si f’ es creciente, se obtiene esta iltima desigualdad. f es continua
en [a,b] y derivable en (a,b) entonces f continua en [z, 2] y en [2,y] y derivable en (z, z) y en
(z,y). Por lo tanto, aplicando el TVM a f en cada uno de esos intervalos, podemos asegurar
que existen ¢ € (z,2) y d € (z,y) tales que I Lo L it

|
' V LI B '
.’L' VA C‘ r. b

z2—z Yy—z

IANIAIAN S

Como f’ es creciente y ¢ < d resulta f'(c) < f'(d) (*). Entonces

[ A1-a)[f(R)-f@]=0-0a)(z-2)f(c) < (1 -a)(z-2) f(d) (1)

Ahora
(l-a)ztaz=z—azt+az=z2z=ay+(l—a)zo (1—-a)(z—z) =aly—2)

9




Volviendo a (1) tenemos

1 —a)(z =) f(d) = aly — 2)f'(d) = a[f(y) — f(2)]

Por lo tanto f es convexa en [a, b].

1) ii) Se puede repetir la demostracién anterior teniendo en cuenta que si f’ es decreciente =
—f' es creciente = —f es convexa = f es céncava.

2)1) Si f” > 0en (a,b) = f’ es creciente en (a,b) = f es convexa en [a, b].
ii) analogo. O

Definicién: Sea f derivable en ¢ y ¢ es un punto de contacto entre dos intervalos tales que f es
convexa en uno de ellos y cdncava en el otro, diremos entonces que f tiene en ¢ un punto de inflezion.

| =
|
- F— T ! —— -
b : L .
1 ertee ¢ §'dacrece Videwede C Yo
£ Govera ¢ Bncava Fintava ¥ tomuesa

Teorema: Sea f derivable en I y ¢ € I. Entonces: f tiene un punto de inflexién en ¢ si y sélo si f’
tiene un extremo relativo en c.

Dem: ejercicio (idea vista en las gréficas).

Corolario: Sea f derivable en I y ¢ € I un punto de inflexién de f. Si existe f”(c), necesariamente
serd f"(c) = 0.

Dem: Resulta de aplicar a f’ la condicién necesaria para extremo de una funcién derivable. O

Observacidén: f”(c) = 0 no es condicién suficiente para que f tenga un punto de inflexién en c.
Ejemplo: f(z) = z*, f/(z) = 423, f"(z) = 1222, luego f”(0) = 0 pero f no tiene un punto de inflexién

en 0. KT ] o

Estudio de la variacién de una funcién

Bosquejo del plan a seguir para el estudio de una funcién f y realizar un bosquejo de su grafica.
Determinar:

1. Dominio
2. Paridad

3. Raices de la ecuacién f(z) = 0 o interseccién con el eje z, interseccién con el eje y (los puntos

(0, f(0)), si 0 € domf ).

10




9.
10.

. Limites: se calculan los que resulten de interés segun la funcién.

Ejemplo: Si domf = R, zll.’foof(x) y lim f(x).

Si domf = (a, +00), ,ll.rf+ flx)y EETmf(x)

Si domf = (—o0, b), EEIEIOO flx)y zllgl_ f(z).

Si domf = R — {c}, zll:liloof(w), zlg?~ f(z)y zlifg f(z).

. Asintotas horizontales y verticales.

h’rin f(z) y c tales que lim f(z) = o0

Maéximos y minimos relativos.

Buscamos puntos criticos (x tales que f'(z) = 0 o no existe f'(x)) criterios de la derivada 1° o
2°.

Intervalos de monotonia.
Buscamos {z € domf : f'(z) > 0} y {z € domf : f'(z) < 0}.

Concavidad y convexidad. Puntos de inflexién.
Buscamos {r € domf : f’(z) > 0}, {zx € domf : f"(z) <0} y {z € domf : f’(z) = 0}.

Extremos absolutos.

Grafica.

Ejemplo: f(z) =z + 1

1.

2.

domf =R — {0}
El dominio es simétrico, f(~z) = -z + X = —z — 1 = — f(z), luego f es impar.
. Interseccién con el eje z, buscamos z : z + % =0&z= —% & z2 = —1 no tiene solucién real,
luego Gy no corta al eje z. Tampoco al eje y, ya que 2 £(0).
1i + ! 1f r  + ! 400 luego 0 intot tical
im =z — =—o0oy lim — =400 luego x = 0 es asintota vertical.
z—0~ =~ T y z—0+ =~ T g
0 ~~ 0 N~
—00 +oo
I + L _ 1 L _ h intotas horizontal
Jim =z ~ =—ooy lim =z + = = +00 no hay asintotas horizontales.
—oc0 \0,/ +o00 \0,./

. ya fueron analizadas en 4) ( no hay més asintotas verticales ya que f es continua en su dominio)

. f es derivable en su dominio, f'(z) =1 - 2 =0 & 2> = 1 & z = +1 puntos criticos

f"(z) =%, f"(1) > 0 luego f tiene en 1 un min relat, f”(—1) < 0 luego f tiene en —1 un max
relat

f)y=2,f(-1)=-2

flz)=1-%>01>>1ec>10z < -1, luego f es creciente en (—oco, —1) y en (1, 00),
y decreciente en (—1,0) y en (0, 1).

. (z) = 3—3 >0« z > 0 luego f es convexa en R* y céncava en R~

. Por los limites vistos en 4) f no posee extremos absolutos.
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10. Gréafica

921> La Regla de Bernoulli-L "Hoépital
En Analisis I resolvimos limites con indeterminaciones del tipo ” %” e ” 2", aplicando distintas técni-
cas. Pero hay limites de esos tipos que sélo pueden calcularse utilizando la siguiente regla:

Teorema (Regla de L "Hopital): Sean f y g dos funciones derivables en un entorno (reducido)

E(a), tales que
lim f(z) =0 y lim g(z) =0

y supongamos que ¢'(z) # 0 Vz € E(a). Entonces

 fle)
o )

Dem: Consideremos las funciones

F(:v)={f($) slzFa G(x)z{g(f”) siz#a

0 siz=a 0 siz=a

Asi definidas F' y G son continuas en todo E(a), ya que f y ¢ los son (por ser derivables) en

E(a) y
:11—I>I¢11 F(z) = il—rilz f(z) =0= F(a) (idemG)

Sea x € Lo?(a) y supongamos 1) x > a, F'y G son continuas es [a,z] y derivables en (a, z).
Ademés G’ # O en (a, z) (pues G’ = ¢'). Por lo tanto, por el teorema de Cauchy, existe ¢ € (a, )
tal que F'(c)[G(z) — G(a)] = G'(c)[F(z) — F(a)] o sea

Fle) _F@)—F(@ _  F(g)
G'(c) G(z) — G(a) Fla)=G(a)=0 G(x) C
‘ -
Ahora, si £ — a%, entonces ¢ — a* (a < ¢ < z) de modo que g‘ T
X
1@ F@) P PO @,

poat g(T)  amat G(T)  amat G'(C)  omar G/(0)  cmar ¢/(0)

12




f(z)

Anélogo para 2) z < a, se demuestra que lim ~~ = L y luego lim ——% /(@) = L. (]
z—a= g(x) z—a g(z)

Nota: La regla de L Hopital (que indicaremos L’H) también se cumple cuando: f y ¢ son dos

funciones derivables en un entorno (reducido) E{(a), tales que

lim f(z) =+c0 y lim g(x) = o0

y supongamos que ¢'(z) # 0 Vz € E Entonces

a).
lim = z) =L = lim /@) =L
s—a g( ) =—a g(z)
es decir, cuando tenemos indeterminaciones del tipo ” 2",
Teorema (Regla de L “Hépital): Sean f y g dos funciones derivables en (M, +00), siendo M > 0
fijo, supongamos que

im f(z)=0 y HI}_I gz)=0

T——400

y supongamos que g'(z) # 0 Vo > M. Entonces

im L0 g {®
o §7(2) o g@)

Dem: Sean F(t) = f(3) y G(t) = (), entonces si z = 1, serd

flz) _f3) _ F()
g(z) — ¢(3) G
y ademds t — 0% cuando £ — +o0.
Como tl_l,%i %t% es una indeterminacién del tipo ”3”, podemos aplicar regla LH (G'(t) # 0
Y0 <t < 47) y tenemos
i 2O gy £O e, SR SO S

t—=0t G(t) ot G'(t)  t—ot g'(3 )17917 t—0+ g( ) :cEI}—loo g(x)

luego lim @ =L = lim f(a:)

= ad
t—0+ G(t) z—+00 g(:L‘)

Nota: La regla de L "Hopital también vale cuando: f y g son dos funciones derivables en (M, +00),
siendo M > 0 fijo, supongamos que

lim f(z) = +o00 y lim g(z) =

T—400 z—400

y supongamos que g'(z) # 0 Vz > M. Entonces

. f=) _ f@) _
Ay~ T M) T

es decir, cuando tenemos indeterminaciones del tipo ” 2",
También valen, teoremas andlogos cuando tenemos lndetermlnamones de tipo ”0” 0 72" cuando
T— —00Yyg (x) # 0 en (—o0, —M) serd entonces

&) _ (@
A =t T e T

L
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/l‘+oo 1
nr r ., =
1. lim K ofm 2z =0
z—400 I T—+00
N+oo
/0 1
Inz =
2. lim K mz =1
z—-l p — ]_ z—1 1
0
o %5 .
e / i e ’ , €
3. Iim LE 2 im — = +oo
z—4+00 I T—+00 2:1,‘ T—+00
N +oo N\+oo
I
En general puede probarse que lim — =+ocoVn €N

z—+oo LT

4. Indeterminaciones del tipo ”0.00”.
o
nr r
' im = lim (—z) =0
z—0t —= z—0t

lm z lnz = lim
z—0t \ 0+ \,—o0 r—0t

8 =
s

1
T
N+oo

5. Indeterminaciones del tipo "oco — 00”.

/0
1 . 1/.\
) i sinx , —sinx p'g ,, —COSZT
lim (secx —tanz) = lim ( - )= lim —— = lim — =0
z—I~ N\too  N\+oo z—IZ~ COST COST z—Z~ COST z—I- —SInT
2 2 2 \0 2
6. Indeterminaciones del tipo ”1°°”.
/o0 /0
T ————
e s /-:'c-ooln(l+l) : : S ) »
lim (1+ =) = lim e =) resolvemos la indeterminacién "0.00” del exponente
T——+00 €T T—+00
N1t
d+1) o
In(1+2) vy 1.,.1% 1
lim zln(1 + 1) = lim ——2 = lim ——— = lim — = 1, luego como la
z—+00 z—+00 z z—+00 - z—+o0 1 + z
T
N0

exponencial es continua, tenemos

1
lim (1+-)° = lim e™(*3) =l =¢
T—400 T T—+00

al2 . ., . . . . .,
23[2 Aproximacién lineal. Polinomio de aproximacion.
Teorema: Si f es derivable en xy entonces

£() = {(w0) + f'(z0)(& = @) + O(a) (= — 70)

- 7 -

P() B(z)
siendo
lim O(z) =0
T—T0
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Dem: Sabemos que lim M
r—Tg T — xO

o 1@) = f(@o)
T — o

T—To

= f'(zp) y esto es equivalente a

f'(zo) = 0. Sea entonces

luego esta funcidén verifica:

¢ Jim O(z) =0

¢ 0w+ =TI Oy )+ e0) - a0) = 2) -~ F(e0)
Luego  f(x) = £(@0) + f'(@0)(x = 20) + O(a)(z — ). a

Nota: El polinomio, P(z) = f(zo)+ f'(zo){z —x0), es la ”aproximacién lineal” de f(z). Y el término
E(z) = O(z)(z — z¢) es el "error”.
1) Este polinomio P satisface las siguientes condiciones:

¢ P(xo) = f(=o)

¢ Pzo) = f'(z0)

¢ (Px)=1

¢ P es el tnico polinomio que satisface las tres condiciones anteriores.
En efecto, supongamos que existe @Q(z) = Az + B (otro polinomio de grado 1) que verifica las
condiciones, serd Q(xg) = Azo+ B = f(x0) y @' (x0) = A = f'(z0), luego B = f(z0) — f'(x0)z0. Por
lo tanto Q(z) = Az + B = f'(zo)z + f(z0) — f'(z0)zo = f(20) + f'(z0)(z — 20) = P(z).
2) E(z) — 0 cuando x — x "més rapido” que (r—xy) y ”al menos tan rdpidamente” como (r —zy)2.

Qué queremos decir con estas expresiones? Antes de seguir daremos algunas definiciones:

Definicién: Una funcién f se dice un infinitésimo en a (o cuando x — a) si lim f(x) = 0. Pudiendo
ser también a = +o0. o
Ejemplos:
1) f(z) =z — 1 es un infinitésimo en 1.
2) g(z) = €® es un infinitésimo en —oo.
Definicion: Se dice que dos infinitésimos en a, f(x) y g(x) son equivalentes si

lim I_(_a_:_)_ =1
a—a g()
Ejemplos:
sin x
1) sinz y z son infinitésimos equivalentes en 0, pues hm sinz = 0, hn% z=0y hrr(l) =1.
T T
. (e —1)7° L'H
2) lim —— lim e® = 1, luego € — 1 y z son infinitésimos equivalentes en 0.

Definicién (Comparacion de infinitésimos): Sean f y g dos infinitésimos en a :
i) Se dice que f y g tienen el mismo orden si

f(z)
Im——==%k#0
s g(z) 7
ii) Se dice que el orden de f es mayor que el orden de g si

=0
ema g(x)
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ili) Se dice que el orden de f es menor que el orden de g si

)
im e

iv) Cuando 3 lim ——= f( ) se dice que los infinitésimos no son comparables.

z——»a

Ejemplos: f(z) = =z, g(m) =1-cosz y h(z) = z? son infinitésimos en 0. Calculamos los limites de

los cocientes

g(z . l—cosz g
a) lim 22 = lfm ———~ 12

U T ~ i hn}) sinz = 0, luego el orden de g es mayor que el de f.

g() . l—cosTpl . gns 1 . .
b) 11 im - (x) chli% = = chlil% o’ = 3, luego g y h tienen el mismo orden.
2
c) li Mz ) =lim < = limz = 0, luego el orden de h es mayor que el de f, obvio por a, b).

xz—0 f(:]}) z—0 I z—0

Definicién: Decimos que un infinitésimo f en a tiene orden «, si lim ———— ( /(@ ) =k #0.
z—a (LT —

Volviendo a la pregunta que dejamos pendiente. Comparemos el orden de E (z) con potencias de

(x — IL‘O) : E o

z—zo (T — Zg) =20  (T—T5) T—zo
Por lo tanto E(z) es de mayor orden que (z — zo) . Ahora veremos que E(z) tiene orden mayor o igual
que (z — x0)2 . Para ello, sabemos que f es derivable en zy, supongamos ademas que existen y son
continuas f'y f” en un entorno E(zg, ). Sean E(z) = f(z)— f(x0) — f'(zo)(z—z0) y p(z) = (x—x0)%.
Estas funciones verifican: son derivables en E(z¢,d) y ademés

E'(z) = f'(z) — f'(20) E'(z) = f"(=) ¢'(z) = 2(z — o) ¢'(z) =2

Evaluadas en zj :

E(zo)=0  E'(z0)=0  E"(zo) = f"(z0) @) =0 ¢'(z0) =0  ¢"(z0) =2
Luego si g < T < x¢ + d tenemos que

() =0

E(z) _ E(z) — E(=3050) Cauchy E'(&) _ E'(&) — El?gfo) Cauchy E"(¢)
QO(.’L‘) (p(:L‘) — (p(z.’l(,')o) 3¢ : zo<bi<z 90,(61) "0/(51) _ SOli‘,go) 3¢ : go<b<ti<z 90”(5)

Por lo tanto
E@) _ E"©) _ ')
(x — zo)? ©"(€) 2

(x—mzo)?sizg<&<c.

es decir, E(z) = %(é)-

Anslogamente se demuestra para To— § < z < zo que E(z) = (x —z0)% si T < 1 < Tp. Ademds

f"(n)
2
cuando T — zg resulta £ — o y 7 — xo y f” continua, entonces para z > xo

f"(€) 2
) (.’L‘—.’L’o) _ f”(xo)

lo mismo para x < X




Como ambos limites existen y son iguales, es

o E@) ()
a:lgarrlo (x—x0)2 2

y por lo tanto el orden de E(z) es mayor o igual de (z — z0)? (pues f”(z,) puede ser cero).

Qﬂ] 3 ’/Férmula final que f(z)

f(z) = f(zo) + f'(zo)(x — o) + %(g)(m — xg)? con § entre zo y .
|

Férmula de Lagrange para el error

Acotacién del error

(&)
2

El punto intermedio £ (entre zo y =) puede expresarse como

|E(z)| =

‘ |(x — x0)2| < M(zx — x0)?, si

E=az+(1—a)ry, conl<a<l
0 méas comunimente:
E=zo+alr—x), O<a<l

Ejemplos:
1) Sean f(z) = €%, o =0. f'(z) = f"(z) = €*.
P(z) = f§0) +f0)z=1+=z

e
E(x)=—2—332con{entreny,osea§=aa:conO<a<1.

Luego
z e 5 e* 2
e =1+x+—2—$=1+x+—2—w conl<ax<l
2) Sean f(z) =sinz, o =0. f'(z) = cosz, f"(z) = —sin.
P(z)=f(0)+ fl(0)z =z
E(x)z:%ww?:yx? con=arconl<ac<l.
Luego
N QT
sinx=x——sm2axx2=1+:c+e7w2 conl<ax<l
_ . _ - 2
Ademss |E(z)] = ‘——Slgﬂ 2l < |—Sl;—qg-|m2 < % Por ejemplo, sin0,1 ~ 0,1 con error < % =

0,005

Diferencial de una funcion.

Vimos que si f es derivable en zy, entonces vale

f(z) = f(=o) + f'(zo)(z — z0) + O(z)(z — 79) con lim O(z) =0

T—To

O bien
f(@) = f(@o) = f(zo)(z — @0) + O(z)(z ~ o)
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Sean Az =zxz—zx¢ elincrementodexy Af = f(z)—f(zo)= f(zo+Az)— f(xo) €l incremento
de f. Asi, resulta

Af = fl(zo)Az + O(z)Az con lim O(z) = lim O(z) =0
N — N — Az—0 T—2To
término lineal  término no lineal

Observacién: Ambos términos son infinitésimos en 0.

Definicién: Llamamos diferencial de f en xzq, y notamos df, a la parte lineal del incremento de Af,
es decir

df = f'(zo)Ax

Asi, como =z = zy + Az
Af =df +O(zo + Axr)Az =df + E(Az) con Alim0 E(Az)=0

Si f'(zg) #0, Af y df son infinitésimos equivalentes cuando Az — 0. En efecto,

wm 2 g f(zo+ Az) — f(zo) Ifm [eot S8 [10) _1
a0 df T ase Fla0hz  seme Fla)
Por otra parte
lm E(Az) lim O(zo + Az) T lm O(zo + Ax) _0

ac—0  df T Az—0  f(zm)&T  bdz=0  f'(zo)
#0
Por lo tanto el orden de E es mayor que el de df (o sea, E(Az) — 0 més rapidamente que df).

Af=df + E(Az)

~Af  \ 0 masripido quedf

df : parte principal de Af. Se considera que para valores pequenos de Az, Af ~ df. Es decir,

f(xo+ Az) — f(zo) ~ df = f'(z0)Az
fl@o+Azr) =~ f(xo) + f'(zo)Az = P(x) = P(zo + AZ)

Az

/\ ¢
I

S , Ak
e ! =

| {

‘ |

I ]
Xo Yo 4 Dy

u
Interpretacion geométrica. — =tana = f'(zo) u= f'(zo)Azx = df
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Observacién: Si y = ¢(z) = z funcién identidad. dp = 1Az entonces
dz = Az

El incremento de la funcién identidad, coincide con su diferencial, que es igual al incremento de la
variable independiente.

y=f(z), dy=df=[f(z)Az=f'(z)dz

Aplicacidon al cdlculo numérico aproximado.

Ejemplo: Calcular aproximadamente v/101.
Sean f(z) = v/, o = 100 y Az = 1. Entonces, como f(zo + Az) =~ f(zo) +df = f(xo) + f'(z0)Az

sera.
1 1
v101 ~ /100 + =10+ — = 10,05
2v/100 20

Polinomios de Taylor.

P(z) es la mejor aproximacién lineal de f(z) cerca de z = zo = a. Pero se puede tener una mejor
aproximacién de f(z) que la lineal, con polinomios de mayor grado.

Teorema: Se puede probar que si f es dos veces derivable en un entorno de a entonces

f"(a)
N

r—a

f(z) = f(a) + f'(a)(z — a)

Tz‘('z)

(x—a)’+ E(z) con limE(z) =0

Este polinomio 75 es el dnico polinomio de grado menor o igual que 2 que verifica:
Tx(a) = f(a) T;(a) = f'(a) T;(a) = f"(a)
En general,
Definicién: Si f es n veces derivable en un entorno de a, llamamos polinomio de Taylor de grado n
de f alrededor de a al polinomio

17 a (n) a
To(z) = f(a) + f'(a)(z — a) + f—é—l(ac —a)? 4.+ f——é—(-l(a: —a)®

Se tiene que T;, es el inico polinomio de grado menor o igual que n tal que sus primeras n derivadas
en a coinciden con f y sus n primeras derivadas en a y ademds

f(z) =Ty(z)+ E(z) con lim E(z) =0

T—a
Puede probarse ademés que

AR

= mrpr@-a™ confentreayz.

Ejemplo: Calcular T5(z) para f(z) =\/z cona=z7=100y Az = 1.
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