Unidad 3 — Célculo diferencial en campos escalares

Campos escalares.
Definicién: Llamamos campo escalar a una funcién cuyo dominio estd contenido en R™, para algin
n € Ny cuyo cordominio es R. Es decir

f : DCR*">R

($1,$2,---,$n) - f(wl,xZa"'axn)

Si no se especifica el dominio, se sobreentiende que es el mayor donde la ley de f est4 definida.
Definicion: Conjunto imagen o recorrido de f

Imf={yeR:3(z1,22,...,2,) ER" talquef(xl,xg,...,xn)_,;%,}

Ejemplos:
1) f:R? — R tal que f(z,y,2) = /22 + y2 + 22 funcién médulo. Dom £R3, Im f = R{.
2) f:R? — R tal que f(:c,y)=———'xw_+__y_i_. Dom f = {(z,y) e R?:z+y+1>0, z#1}

3) Las funciones reales son casos particulares de campos escalares cuando n = 1.
Observacion:
1) Notacién

f : DCR"—>R
T — f(Z)=y€eR

con T = (21,%2,...,Zs), T; variables independientes e y variable dependiente.
2) En esta materia nos limitaremos al estudio de campos escalares definidos en R? o R3.
Definicion: Sea f : D C R® — R, llamaremos grdfica de f al conjunto

Gy ={(z1,...,Zn, f(z1,...,20)) : (x1,...,2%,) € Dom f}

Observacién: ‘I“Q‘ l#(xr)> X € DO'YY\‘}‘ CR“}

1) G f C R+

2) Sélo podremos esbozar la gréifica de campos definidos en R (funciones reales ) o R? (campos
escalares en R?).

3) Sea f: D C R?> — R un campo escalar, suele llamarse superficie en R® a la grifica de f, en este
caso

S=Gr={(z,y,2): (z,y) €Dom f y 2= f(z,y)} t 0y ko)
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Ejemplos:
1) f(z,y) = 6 — 2z — 3y, Dom f = R? su gréfica es la superficie de ecuacién z = f(z,y) o sea
z =16 — 2z — 3y o bien 2z 4+ 3y + 2 = 6 que es la ecuacién de un plano.t

b

)
’)’. :5
2) f(z,y) = V/9—22—y? Dom f = {(z,y) : z2 + % < 9}, laﬁgréﬁca es la superficie de ecuacién

z= f(z,y) o sea
z2=4/9—-22—9? & 2°+9y*°+2°=9, conz >0

que es una semiesfera de radio 3 centrada en el origen.

/% .

=

3
3) Sea z = f(z,y) = 4 — 2® — y?, dom(f) = R? Cada plano z = cte < 4 corta a G5 en una
circunferencia.

Conjuntos de nivel.
Definicién: Sea f : D C R® — R y k € R, llamamos conjunto de nivel k de f a y notamos Cy al
conjunto

Cr ={(z1,...,2,) ER™: f(21,...,2,) =k}

Observacidén:

1)Cr #2 < kelm f.

2) Cuando n = 2, Cy son curvas de nivel de ecuacién f(x,y) = k. Son las proyecciones al plano zy
de las curvas interseccién de la superficie z = f(z,y) con el plano z = k.

3) Cuando n = 3, C}, son superficies de nivel de ecuacién f(z,y,z) = k.

Ejemplos:

1) fz,y) =6—22 -3y, Cx) 6 —22—3y=Fk € Im f =R o 22 + 3y = 6 — k son rectas para Vk € R.
2) f(z,y) = V9—22 — 42, Cr) VI — 22 =32 =k € Im f C R{ & 2®+y® = 9—k? son circunferencias
deradio VO —k2si0<k<3,unpunto® k=3y@sik>3 & Ko -

3)f R =R z= f(r,y) =4—(22+9?). Cx = {(z,y) : 2> +y*> = 4 — k} # 0 si y sblo si
k € (—o0,4] siendo, C circunferencias centradas en el origen de radio v4 — k si k¥ < 4 0 un punto
(el origen) si k = 4.
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4) f:RZSR, f(r,y) =22+ 1. C, = {(z,y) : 22+ 1 =k} # D si y sélo si k > 1, donde, C son dos
rectas paralelas t = £vk — 1si y sélosi k > 1y C) es el gje y.
59
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5 f:R® > R, f(z,y,2) = 22 + y? + 2%, las superficies de nivel k de f serdn Cy = {(z,y,2) :
22 +y?+ 22 =k} # 0 si y sélo si k > 0, siendo, Cy, esferas centradas en el origen de radio Vk si

k > 0 o un punto (jcuél?) si k = 0. . o
N ““6»’ w4 (x)= L2
d 5% £(x) 2

\=

Limites y continuidad.

Para poder definir el concepto de limite de campos escalares tenemos que definir formalmente qué sig-
nifica que f(Z) — L cuando T — @.

Definiciones preliminares:

¢ Suma en R" : Hay una funcién de R™ x R" en R" llamada suma (+) definida por

ut+v= (U +v,...,U,+ Vp)

¢ Producto por escalares en R : Hay una funcién de R x R™ en R" llamada producto por
escalares definida por
ou = (auy,...,0u,)

0 Producto escalar en R" : Hay una funcién de R™ x R" en R llamada producto escalar (-)

definida por

n
U V=) Uplg
k=1

¢ Base en R" : Hay una buse en R", {ey,...,e,} con ¢, = (1,0,...,0),..., e, = (0,...,0,1) tal
que si z € R"™ existen dnicos escalares z; € R para i = 1,...,n tales que = = z1e; + ... + Tpen.

¢ Norma en R" : Hay una funcién de R™ en R{ llamada norma en R™ que indicaremos ||-||, definida
por

lzll=+y/22+ ...+ 22
¢ Topologia de R"

En los espacios normados es entonces posible definir una distancia o métrica euclideana entre puntos
del espacio d (z,y) = |z — y| . '

¢ Distancia en R™ : Hay una funcién de R x R” en R/ llamada distancia (o métrica) en R™ que
indicaremos d, definida por

v - d(zy) =z -yl
Propiedad: Dados z,y, 2 € R™ esta funcién distancia verifica:
i) d(z,y) = d(y, z)
il) d(z,y) < d(z, z) + d(z,y) desigualdad triangular
iii) d(z,y) >0y d(z,y) =0siysdlosiz =y
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2 Pelivivies  B(a.) = )lXGR"‘ d(x%a) <L} = bxen® fix-aljer}
M( S CR", PED o o inw¥ior AQA AG A o dBes) CA.

\\\6 Proposicién: Un conjunto A de R™ es abierto si todos sus puntos son interiores, es decir, si
A = A = {puntos interiores de A}.
Observacidn: El vacio es abierto por definicién, R™ es abierto, si {4;};cs es una familia cualquiera
de abiertos entonces | J A; es abierta y si {A4;}72, es una familia finita de abiertos entonces ﬂ A; es

s i=1
abierta.

¢ Entorno de un punto: Llamaremos entorno de un punto a a todo conjunto que contenga B(a, ).

Es decir E es entorno de a v si existe » > 0 tal que a € B(a,r) C E.

¢ Conjunto cerrado: Un conjunto B C R™ es cerrado si CB = B es abierto.

Teorema: a) R" y @ son cerrados. b) Interseccién arbitraria de cerrados es cerrada. ¢) Unién finita
- de cerrados es cerrada.

¢ Punto clausura: Si A C R", el punto z € R™ es un punto clausura de A si y sélo si todo

entorno de z tiene interseccién no vacia con A. Llamaremos clausura de A y notaremos A =

{puntos clausura de A}, se verifica A C A.

Proposicién: Un conjunto A es cerrado si 'y sélo si A = A.

Ejemplos: a) La bola B (a,r) es abierta. En efecto, sea z € B(a,r) = |z —a|| <7 = ||z —a|| =

r— 6 con § > 0. Usando la desigualdad triangular es facil ver que B ('1:, %) C B(a,r).

b) En particular, sin =1, B(a,r) ={z € R: |t —a|] <r} = (a—r,a+ 1) 0 sea que el intervalo
abierto es un conjunto abierto.

c¢) En R3? el conjunto P = {(x,y,2) :a<z<b, c<y<d, e<z< f} es un abierto, llamado caja
o prisma rectangular.

~d) En R? el conjunto CP es cerrado.
CP={(z,y,2) 1 (z<aVz2bA(y<cVy>d)A(z<eVz> f)}
e) El conjunto E = {z : ||z — a]| > r} es cerrado pues £ = CB (a,r) .

f) El conjunto D = {z : ||z —a|| > r} es abierto y B(a,r) = {z : ||z — a|| < r} es cerrado. Por
ejemplo en R : si a < b, los conjuntos (—oo,a), (b, 00), (a, b), (—o0,a) U (b, oc) son abiertos. Por lo
tanto el intervalo cerrado [a, b] es cerrado.

g) En R, el intervalo [a,b) no es abierto ni cerrado. En efecto, no es abierto pues a no es interior a
[a,b) ¥y no es cerrado pues b no es interior a C|a, b).

h) El conjunto {a} es cerrado Va € R™. Por eJemplo en R, C{a} = (—00,a) U (a,c0) es abierto. En
Rn
C{a} ={z : |z — a|] > 0}
Observacién: La interseccién (cualquiera) de abiertos no necesariamente es abierta, por éjemplo:
en R, Vn € N los intervalos (—+, 2) son abiertos. () (=2, 1) = {0} es cerrado.
neN
{0 Punto frontera y frontera de un conjunto: Un punto z es punto frontera de A si cualquier
N (z) contiene puntos de Ay de CA. Definimos la frontera de A y notamos A = {puntos frontera de A}.
z € OA siy sblosiparatodo N(z), N((:z)NA#D y N(:z)NCA#D.

Teorema: Un conjunto es cerrado si y sélo si contiene a su frontera. (A cerrado si y sélo si 94 C A)
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¢ Punto exterior y exterior de un conjunto: Si A C R", el punto a € R” es llamado un punto
exterior de A si existe B (a) C CA. Llamaremos exterior de A y notaremos con extA = {puntos
exteriores de A}, se verifica extA C CA.
Observacién: Para todo A C R™, se verifica: i) ext4A = CA ii) R» = AU A U extA v todos estos
conjuntos son disjuntos 2 a 2.
Ejemplos: a) La frontera de B (a,7) es B (a,7) = {z : ||zt — a|| = r} vy es también la frontera de
su complemento.
b) En R, la 9 (a,b) = 9[a.b) = & a,b] = Ja,b] = {a, b}.
¢) En RE, sea B = B(0 7‘) ={(z,9) e R?: ||(z,y) - (0, 0)|| <r}={(z,9) R (@, vl <r}

= {(:c y) € R?: 2% + y* < r2}. Indicar B, CB, 8B, B, extB = CB.

Limite de un campo escalar en un punto

Definicién: Sea f : D CR* - R, D =Dom f, sea a € D = DU D, (o sea que todo entorno de a
tiene interseccién no vacia con A) entonces diremos que L € R es el limite de f cuando z tiende a
a siy sélosidadoe > 0, existe d > 0tal quesiz € Dy 0 < ||z — a|| < J entonces |f (z) — L| < €. Es
decir, dada una bola de centro L y radio € existe una bola de centro a y radio 4 tal que si x € B(a, )
entonces f(x) € B(L,¢).

Notacidn:

imf(z)=L o f(z)—>L

r—a r—a

Observaciones: Para los casos n = 2 (que serdn para los que veremos ejemplos) la definicién es:
Sea f: D C R? — R decimos que f — L cuando (x,y) — (a,b) y notamos

Hm z,y) =1L
(I»y)—'(a,b)f( v)

sii dado € > 0 existe § > 0 tal quessi (z,y) € Dy 0 < \/(z—a,)2+(y—b)2<6:|f(x,y)—L| <e

¥
e
- - = " L-¢
| ; l\ , S
. ;' R /c— -
o ) X Bs )

Observacidon: Recordemos que para funciones reales, que z — a era equivalente a acercarse a a por
el segmento ax o xa segin x esté a la derecha o 1zqulerda de a. Ademas si el hm f(x) existe entonces

existen los limites laterales y son iguales, v si los limites laterales son dlstlnt;os no existe el limite.
En cambio, en R™, en particular en R?, que z — a significa que podemos acercarnos a a por cualquier
camino. Esto nos dara una condicién necesaria de existencia del limite:

Sean C; y C, dos curvas que contienen al punto (a,b) € R?, sean L, = ( l)nr% b f (z,y) cuando (z,y)
z,y)—(a
se acerca a (a,b) por la curva Cy y Ly = ( l)m% y f (z,y) cuando (z,y) se acerca a (a, b) por la curva
. z,y)—a,

C>. Entonces:
a) Si L, # Ly = no existe( l)im( b)f (z,y)
xT y —la
bySiLi=Ly#»3 lm f(x,y)

(zy)—(a.b)
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5 )
Ejemplos: 1) f(z,y) = i it

iexiste  lim

T2 + 2 (zy)—(0,0) 2 + y?
522 5
Nos acercamos al origen por larecta z =y, lim T,z)= lim — ==
s P v (z.y)—(0, O)f( )= (zy)—0,0)222 2
T=y T=y
0
Nos acercamos al origen por la recta x =0, lim 0 lim — =0
° ()0, O)f( V)= (.9)—(0,0) Y2
z=0 z=0
Por lo tanto
Szy
A lim 3
(z.9)—(0,0) T2 + y?
5x2y zy
2) g(z,y) = jexiste  lim ?
Jolev) =g T @00 7 + 2

Introducimos el concepto de Limites radiales. Nos acercamos al origen por todas las rectas que
pasan por el origen

Y =mz
=0
5z*m. 5
Evaluamos lim f(z,mz) = lim 2T lm =
(z,9)—(0,0) z—0 22 + m2z2 -0 1 4+ m?2
y=mzx y=mz y=mzx
Y ahora lim f(0,y) = hmO
(z,9)—(0,0)
=0 z=0

2

2
iSerd entonces  lim 5 4
(z.9)—(0,0) 22 + y?

existir tiene que valer 0 (unicidad del limite que probaremos luego),

= 07 No lo podemos asegurar, lo probamos por definicién, pues de

512 522
5 y2 == y2 =|= =512 <522+ 92 < €
ity rc+y r“+y €
<1 si \/12+y2<5=g
por lo tanto
) 5z%y
im —= .
(@y)—(00) 22 + y?
3) h(z,y) 2y’ sexiste  fm  A(z,y)?
T,Y)=——"" existe 2, Y) !
W=y yt ¢ (z.:9)—(0,0) Y

Usando limites radiales nos acercamos por y = mux,

2.2 2
rmiz Tm
lim hA(z,y) = hm h(z,mz) = lim ———— = lim ——— =0Vm.
(z,4)—(0,0) -0 2 + mizt =0 1+ miz?
y:ma: y=mzx y=mz

) z?y

Pero ;serd entonces lim ———— =
(z,4)—(0,0) a: + y?

ejemplo por la pardbola z = y?, entonces

= (7. Buscamos otra curva para acercarnos al origen, por

y' 1
hmh(y y) = iﬂy—:——y_ =3
z=y? T=y?

por lo tanto
(z,yl)l—l-}%0 0) hz,y)
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3 3 3 3
T
—2% iexiste lim Y,
Ty

4) g(z,y) = 7
) 9(z,y) e Ay

Introducimos la transformacién a coordenadas polares y calculamos , l)mr% 9 (z,y) haciendo
z,y)—(0,0

h’nég (pcosb, psinB)
o—

_ 3 (o3 .3
{ z = pcosf 1 (cos® 8 + sin® §)

— 1 3 L3y
y = psin 6 lim e = ll%p(cos f+sm”f) =0

acotado

existe el hnute y vale

lim z* + 9
mwﬁwa2+y
T+
5) flz,y) = . jexiste  lim &?
Va2 +y? (@.9)=(0,0) /22 + y?
Usando coordenadas polares
- 0 ind 1 sifg=0
* pcpsﬁ lfmwzcost9+si116= . m
y = psinf p—0 p V2 s19:Z

El limite ll’né f(pcosf, psin @) depende de 8, es decir depende por qué curva me acerco al origen, por
p—

lo tanto no existe el limite.

Teoremas sobre limites.
Los teoremas vistos para funciones de una variable pueden en general aplicarse a campos escalares,
con demostraciones andlogas, enunciamos algunos de ellos para los casos particulares n = 2:

Teorema: Si existe 1lim  f(z,y) = L es tnico.
(zy)—(ab)

Teorema: Son equivalentes:

lim T,y) = lim z,y)—L)=0 lim z,y)— L =0
(z.y)—(a.b) f@y) (I y)—(a, b)( (@y) ) v [(z.y)—(a.b)]|—0 1f (@) |
Definicién: f es acotada en un entorno N{a,b) si existe M > 0 tal que |f(z,y)] < M para todo
(z,y) € N(a,b).

Teorema: Si existe ( 1)mt . f(z,y) = L entonces f es'acotada en algiin entorno de (a, b).
z,y)—(a,

Teorema (Algebra de los limites): Sean f, g carhpos escalares de R? en R con igual dominio
DCR?* seanb= lim f(z,y)yc= lim g(z,y). Entonces:

(z:y)—{a,b) (=.y)—(ab)
m( @gbglmyy+ﬂxy)—b+c
I.y)—a,
b) VA € R, l)l'm( A (z,y) = b
)y - a’
c lim x z,y) = be
) o i (b)f( y)g( Y) =

d) bim | If(m y)l = bl

(z,4)—

: flz,y) b
S 0, lim -
e) Sic# (@y)—(ab) g(x, y) c
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Demostracién: a, b, ¢ y e) idénticas a las hechas para funciones reales.

d) dado £ > 0, existe d > 0 tal quesiz € D y 0 < ||z — a|| < § entonces
| 1f ()l = bl < [f(z,y) —b| <e. O

Teorema (Caracter local del limite): Sean f,g : D C R? — R tales que existe 7 > 0 tal
aue f(z.y) = g9(x,9) V(z.y) € B((a,0),r) = {(a,b)} < D. Entonces si b (@) =
z,y)—(a
= lim z,y) = L.
(r,y)*(a,b)g( v)

Teorema (Intercalacién para campos escalares): Sean f,g,h : D C R? — R tales que exis-
te r > 0 donde g(z,y) < f(z,y) < h(z,y) Y(z,y) € B((a,b),7) — {(a,b)} C D. Entonces si

lim g(z,y)= lim ha:y L= llm fxy L.
(z,y)—(a.b) (.9) (z.9)—(ab (z.9) = (zy)— (=.9) =
Las demostraciones de estos teoremas se omiten pues son idénticas a las hechas en cursos anteriores

de andlisis matematico.

Continuidad de campos escalares.

Definicién: Decimos que el campo f : D C R* — R es continuo en (a,b) € D = Dom f si

( l)ur% b) f(z,y) = f(a,b).Si f es continuo en (a, b) para todo (a,b) € D decimos que f es continuo.
z.y)—a,

Teorema (Continuidad de la composicién): Sean f : D CR? - Ryg: BCR — R (con
f(D) C B). Si f es continua en (a,b) y g es continua en f (a,b) entonces h = g o f definida por
h(z,y) = g (f (z,y))es continua en (a,b).

Demostracién: Sean ¢ > 0, como g es continua en f (a,b), existe r > 0 tal que si

Lz, ) = fla,b)] <7 =g (f(,9)) —g(f(a, b)) <&

Pero como f es continua en (a,b), para este r existe § = 6 (r) > 0 tal que si

(@, y) = (@)l <& = |f (z,9) = fa.b)| <r=1g(f(z,9)) —9(f (a,b))| < e

Por lo tanto I)III% b)g (f(z,y)) = 9g(f (a,b)) entonces h = g o f es continua en (a,b). O
(z,y)— .

Ejemplos de campos escalares continuos:

1) f(z,y) = k = cte es continua, en efecto |f (z,y) — f (a,b)| = K- =0<e Ve >0y V(:c,y)
2) f(z,y) = x es continua, en efecto |f (z,y) — f (a,b)| = |z —a| < e si é =¢. Idem, f(z,y) =
continua.

3) flz,y) = az y® con &« € R, r,s € Ny, entonces f es continua.

4) p(z,y) = E a;x"y* los polinomios son continuos.
i=1

5) f(z,y) = fl)(x,y) las funciones racionales son continuas donde ¢ (z,y) # 0.

(z,y)
6) f (z,y) = v/z%+ y? es continua, pues es composicién de g : Rf — R, g(t) =ty h: R* — R{,
h(z,y) = z2 + y° que son continuas.
7) La norma es un campo escalar continuo.
8) f(z,y) =In(1 + 2? + y?) es composicién de funciones continuas.
9) Las composiciones con exponenciales, trigonométricas, racionales, polinomios, logaritmos, etc son
continuos.
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