Unidad 4 — Célculo integral para campos escalares

Integrales dobles sobre rectangulos.
Idea intuitiva: Se tratara de dar un sentido al "volumen” del cuerpo C' prismoide limitado por los
planos x = a, x = b, y = ¢, y = d, z = 0 y la superficie de ecuacién z = f (z,y).

Consideremos prismas de base Rj; y altura f (c;) para cierto ¢ € Rji. El volumen de cada uno de
estos prismas Pj; sera

Vir = vol (Pjx) = a (Rjx) -f (¢jk)
y aproximamos el volumen del cuerpo C' por V =vol (C) >~ )" Vj.
ik
Definicién (Campo escalar integrable en un rectangulo): Sea R = [a,b] x [c,d] C R? Una

particién regular P de R de orden n es un conjunto de (n + 1)2 puntos (z;,yx) € R? tales que
a=20<11<...<Tp=bc=y <y <...<y,=d

b—a d—c
con Axj =xj4 —xj = o y Ayr = Y1 — Yo = 0
La norma de la particién P estd dada por ||P|| = . 61112'1)( 1{|A$j\, | Ay}
73,k=0,1,..., n—
Formamos rectangulos R, = [xj,2j11] X [Yk, Yk+1]. Elegimos ¢, € Rjk, y para el campo escalar

: R C R? — R, consideramos las sumas
)

n—1

Vo= >0 flejn) AzjAyy

J,k=0

Entonces V,, es la suma de Riemann de f y si existe el Iim V,, = lim V, =V, independientemente

n—o00 (=

de la eleccién de los c;j, decimos que f es integrable en Ry que

i
[1=[1@var=[rayar= [[ .y duy

donde dA es el diferencial de area.
Definicién (Volumen de un prismoide): Si f > 0 e integrable en R se define volumen del
prismoide C al ntimero

Notamos

vol(C) =V = [ fdA
/

Ejemplos: 1) Si f (z,y) = ¢ = cte en R = [a, ] X [¢,d]. Entonces el prismoide es un prisma!l
n-l =l b—ad—c
V=2 [lon) AzjAy, = > q

Gk=0 k=0 T
eleccién de c¢j, 3 lim V,, = ¢ (b—a) (d — ¢) entonces f es integrable en Ry [ f = vol(prisma) =
n—o0 R

= q(b—a) (d — ¢) entonces, independientemente de la
qa(R). En particular, si f =1es [ f = a(R).
R
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2) Funcién de Dirichlet, sea f : [0, 1] x [0,1] — R definida por

f(fC,y)—{ 1 si(z,y)eQxQ

0 sino

— lLa(R) sicyeQ? y .
Vo = j%;of (cjr) Ax; Ay, = { 0a(R) sino como depende de la eleccién de ¢;;, no existe
lim V,, entonces f no es integrable en R.

De la definicién y de los teoremas sobre limites podemos deducir algunas propiedades fundamen-
tales de [ f:
R

Teorema: Si f, g son integrables en R = [a,b] X [¢,d] y o € R entonces

a) Linealidad: f+gesintegrableen Ry [(f+¢9)=[f+[yg
R R R
b) Homogeneidad: of esintegrableen Ry [af =a [ f
R R
¢) Monotonia: )Sif>0enR = [f>0

ii)SifzgenRinfEfg

R R
i) Ry CRyy f>0en Ry= [ f< [p f
d) Aditividad: Si R;,i=1,...,m, son rectangulos disjuntos, tales que f es integrable
sobre cada R; ysi R=R; U Ry, U...U R, es un rectangulo, entonces una funcién acotada
m
f: R — R es integrable sobre Ry [ f=3 [ f.
R i=1 Ri
Integrabilidad de funciones continuas. Teorema de Fubini.
Teorema de Fubini: Si f es continua en R = [a, b] X [¢, d] entonces f es integrable en R. Y ademés

vale F'ubini , . . ,
R/fza/ C/fu,y)dy dsz/ a/f(x,y)dx dy

Cada una de estas integrales se llaman integrales iteradas.
Interpretaciéon geométrica.

Sea R = [a,b] X [c,d]. Dada la superficie de ecuacién z = f (z,y) , para cada x € [a, b] consideramos

las regiones rayadas que se obtienen de la interseccién de planos paralelos al plano coordenado yz
L ) . d )

con el prismoide P en los puntos de abscisa x, cuya drea es A (z) = [ f (z,y) dy, asi

b
vol(prismoide) = / Al(x)dx
Fubini J,
De manera andloga, si para cada y € [c, d] consideramos las regiones rayadas que se obtienen de la

interseccién de planos paralelos al plano coordenado zz con el prismoide P en los puntos de ordenada
y, cuya drea es A (y) = fabf (x,y) dx, asi

vol(P) = /A(y)dy

Fugini
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Definicién (Conjunto de contenido nulo): Llamamos conjunto de contenido nulo a un con-
junto que es a lo sumo unién finita de gréaficas de funciones continuas.

Teorema: Sea R = [a,b] X [c,d]. Sea f : R — R acotada y tal que el conjunto de puntos de
discontinuidades de f es un conjunto de contenido nulo. Entonces f es integrable en R y vale Fubini
(supuesto que existan las integrales iteradas).

Ejemplos: a) Sean C},Cy dos curvas, serd C; U Cy un conjunto de contenido nulo, luego si f es
continua en R — (C7 U Cy) resulta f integrable en R y vale Fubini. Mds atn, vale si f es continua en
R salvo una cantidad finita de curvas.

b) f(z,y) = 2*y*+3xy R =[-1,2] x[—3,1]. f es continua en R entonces f es integrable en Ry vale
1 4 1
Fubini, luego}{f = f_21 (/_ (x2y3 + 336) dy) dr = f_21 (Izyz + 3zy

-

A(x)

) dr = [ (2022 + 122) do =
3

-3

2
= 42
-1

3 332

—20— 12—
3 * 2

c) f(z,y) =ze™y R =[-3
Fubini, luego 1£f = f </ xydy) dr = fE’B <xex

A(r)

,3] X [0,1]. f es continua en R entonces f es integrable en R y vale

1
)dx—fg(e —ldr=¢e*-e3—-6

0

0 si2zx<

un conjunto de contenido nulo) entonces f es integrable en R y vale Fubini, luego
2
[r=1 (/ f(w,y)dy>dx = [} 2zde =1
R 0

Vz)
siendo A (z fo (z,y)dy = fOQm ldy + f;m Ody = 2x

y R=10,1] x [0,2]. f es acotada en R (las discontinuidades de f son

@fmwz{ Y SUSVE h 09 [0,v3.

x4y siy> f
f es acotada en R (las discontinuidades de f son un conjunto de contenido nulo) entonces f es
integrable en R y vale Fubini, luego

V2
1ﬂyfﬁ<éf@w@%x

A)
=y (foﬁ (v = y)dy+ [ (x+) dy) dr =

2v/2
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2O)£f:fo\/§ </02f(55ay)d$>dy:f0\/§<f0y2($+y)d:v+fy22(x—y)dm)dy:....:2\/§

Ay)
Teorema: Si f es integrable en R = [a, [c, d] también lo es | f| y vale

[y

Extension de la integral a regiones de R? mas generales. Teorema del Valor Medio.
Definicién (Regiones elementales en R?): Sea D C R? decimos que la region
e Desdetipo1siD={(z,y):x€la,bly p(x) <y<ps(x)} con ¢, ps continuas en [a, b].

e Desdetipo 2si D={(z,y):y€le,d yw (y) <ax<wy(y)} con wy,ws continuas en [c, d].
e D es de tipo 3 o normal si D es de tipo 1 y 2.

e D es elemental sies de tipo 1, 2 o 3. Toda region elemental es cerrada y acotada.

Ejemplo: D = {(:p,y) (z—x0) + (y — yo)? < 7"2} es de tipo 3. En efecto, si definimos ¢y (z) =
Yo + /12— (z —20)> ¥ 02 (x) = yo — /12 — (x — x9)° ambas son continuas en [zo — 7,2z + 7],
resulta entonces D de tipo 1. Si ahora definimos wy (y) = zo + /72 — (y — %0)° y w2 (y) = o —

— (y — y0)” ambas continuas en [yo — 7, + 7], resulta entonces D de tipo 2.

Definicién (Integral sobre una regién elemental): Sea D una regién elemental y R un rectangulo
tal que D C R. Si f: D — R es continua en D (entonces acotada) se define f*: R — R por

R

decimos que f* es una extensién acotada de f a R y definimos

L=l

Observemos que por el teorema anterior el 2° miembro esté bien definido, las discontinuidades de f*
estan en un conjunto de contenido nulo.
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Propiedad de aditividad: Sea D = D; U Dy donde D; N Dy = A es un conjunto de conteni-

do nulo entonces
[i=[r+]1
D D1 Do

Teorema: Si D es elemental (por ejemplo de tipo 1, hay un teorema anélogo si D es de tipo 2) y

/sz/ab (/::)f(%y)dy> di

Observacién: Si f =1 en D, es integrable y fD f=a(D).
Teorema del Valor Medio para integrales dobles: Sea f continua en una regién D elemental,
entonces existe (zg,yo) € D tal que

f continua en D entonces

/D f = f (zo.y0) a(D) (9)

Demostraciéon: Como D cerrado y acotado y f es continua en D, el teorema de Weierstrass
garantiza la existencia de extremos de f, es decir I3 m, M y (x1,y1), (x2,y2) € D tales que

m= mrl;nf(%y) = f(z1,1) M = mgxf (z,y) = f(22,92)
Luego para cada (x,y) € D se tiene
m< f(zy) <M

Sim > 0, por linealidad y monotonia o comparaciéon tenemos

ma(D) < /nga(D)

D
/
< D<o
" ) -
Por teorema de los valores intermedios, f alcanza cada uno de los valores entre m y M, en
particular af](jlf) Luego existe (xg,y0) € D tal que f(xg,y0) = affo) Sim < 0, podemos

considerar la funcién g definida en D por g(x,y) = f(z,y) + 2|m|, ésta resulta continua y
acotada en D. Su minimo sera no negativo, y por lo recién demostrado, sera véalido el teorema

pY

para g, es decir, existe (zg,yo) € D tal que g(xg,yo) = D) entonces
a
fo+fD 2|m| fo
2 = = 2
f($07y0) + ’m| a (D) (J,(D) + |m|
De donde vale el teorema. O]

Dominios de Integracién més generales.
Si D no es elemental pero es unién de dos regiones elementales (por ejemplo dos de tipo 1) cuya
interseccién es un conjunto de contenido nulo, vale

/sz/leJr [ 1
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En general si D es unién finita de n regiones elementales que no tienen en comun sino puntos frontera
(puntos que pertenecen a conjuntos de contenido nulo) entonces se define

/Df:i—il Dif

Integral triple sobre un cubo.

Definicién (Campo escalar integrable en un cubo): Sea Q = [a,b] x [c,d] x [e,h] C R3. Una
particion reqular P de @ de orden n es un conjunto de (n + 1)3 puntos (z;,y;,2k) € R? tales que
a=zog<T1<...<xTp =0,

c=yYg< Py <...<yp=d,e=z<zn<...<z,=h;

b—a d—c h—e
con Aw; = 41 — x; = — Ay; =yjp1 — Y = y Az =2pp1 — 2 = —
La norma de la particién P estd dada por ||P|| = " 1%1me 1{\Axi|, |Ay;l, | Az}

i,,k=0,1,....n—

Formamos cubos Qijx = (%4, Tit1] X [y, Yj+1] X [2k, 241]. Elegimos ¢, € Qijk, entonces para el campo
escalar f : Q C R? — R, consideramos las sumas

n—1
Sp = Z f (Cijk) AfEiijAZk
i,j, k=0
Entonces S,, es la suma de Riemann de f y si existe el lim S, = lim S,, independientemente de

n—00 IP[|—0

la eleccion de los ¢k, decimos que f es integrable en () y que

/f:h'mSn
Q

/Qf—/Qde—// de—///f(x,y,z)dxdydz
Q Q

donde dV es el diferencial de volumen.

Notamos

n—1 — — —
Ejemplos: a) Sea f (z,y,2) =k =cteen @, S, = Y. kb ad—ch e:k(b—a)(d—c)(h—e),
i 0 non on

luego existe lim S, y vale
n—oo

// de—///de—k(b—a)(d—c)(h—e)—k:vol(Q)
Q Q

En particular, si f =1 es integrable sobre Q y [[[ 1dV = vol (Q).
Q

1 si(z,y,2) € Q®

0 sino , f no es integrable en cualquier cubo.

b) Funcién de Dirichlet, f (x,y,2) = {

Valen teoremas analogos a los teoremas anteriores:
Teorema: Sean f, g integrables en () = [a,b] x [c,d] X [e,h] y sean o € R entonces:

a) Linealidad: f+gesintegrableen Qy [(f+9)=[f+[g
Q Q Q

b) Homogeneidad: of esintegrableen Qy [af =a [ f
Q Q
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¢) Monotonia: )Sif>0en@ = [f>0
Q
Sif>genQ= [f>[g
Q Q
i) @ CQey f20en Q2= [, f< [o, f

d) Aditividad: SiQ;, i=1,...,m, son prismas o cubos disjuntos, tales que f es inte-
grable sobre cada Q; ysi Q = Q1 UQ2U...UQ,, es un prisma o cubo, entonces una funcién

acotada f : Q — R es integrable sobre @ y ff Z [ 7.
1=1Q;
Corolario: Si f es integrable en @) también lo es | f] y vale

‘/Qf'g/Qlfl

Teorema de Fubini: Si f continua en @ (o f acotada en ) y f continua salvo en un conjunto de
contenido nulo) entonces f es integrable en @ y vale Fubini

/Qf // fdv = /ab (/cd (/eh f(x,y,2) dz) dy) dx (integrales iteradas)
Q

h
- // </ f(z,y,2) dZ) dA (otras 5 formas, 1 por cada cara del cubo)
D €

Integral triple sobre conjuntos mas generales.

Definicién (Regiones elementales en R3): Sea D C R? decimos que la regién

e Desde tipo 1siysélosi D={(x,y,2): (x,y) € S elemental en R? y o1 (z,y) < z < 9 (z,y)}

e D es de tipo 2 siy sélosi D = {(z,y,2) : (y,2) € S elemental en R? y ¢, (y,2) <z < ¢ (y,2)}

e D es de tipo 3 siy sélosi D = {(z,y,2) : (z,2) € S elemental en R y o, (7,2) <y < ¢y (z,2)}
Siendo en cada caso los campos 1, w2 continuos en S.

e D es de tipo 4 o normal si y sélo si es de tipo 1, 2 y 3.

e D es elemental si es de tipo 1 0 2 0 3 0 4. Toda regién elemental es cerrada y acotada.

Definicién (Integral de un campo escalar en una regién elemental): Si f es continua en D
region elemental y D C () definimos f* extensiéon acotada por cero de f a todo @ y definimos

o=

Teorema: Si D es elemental (por ejemplo de tipo 1) y f es continua en D entonces

IRE // / (5,9, 2) d | dA

Z,

(z,y)
(z,y)

(andlogos para D de tipo 2 o 3).
Ejemplos:
a) Si D es elemental entonces vol(D) = [, 1 dV.
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b) Si queremos calcular el volumen de E, = esfera de radio a. E, es de tipo 1, pues considera-

mos S =circulo de radio a y ¢1(x,y) = /a® — (22 +y?), pa(z,y) = —\/a® — J:2 + y?) funciones
continuas en S. Entonces
a2 (x2+y
Vol (E,) :/ 1dV = // dA/ dz......... muy complicado
a?— (z2+y

Aplicaciones de las integrales dobles y triples.

A) AREA DE UNA REGION D. VOLUMEN DE UN SOLIDO E.

- ff1 dA V(E) = [[[1dV
D E
Si f(z,y) =k > 0 entonces V ff kdA = ka(D)
Sif>0en Dy E eselsélido E = {(33 y,2): (x,y) € D, 0 <z < f(x,y)} entonces

/fwy

B) VALOR MEDIO DE UN CAMPO ESCALAR.

[)f f(z,y)dA = f(zo,y0)a(D) ffff v,y,2)dV = f(x0,y0,20)V (E)
C) MASA DE UN CUERPO.

Masa: resistencia al desplazamiento, F' = md , P = mg. Sea D (placa o lamina) y E (s¢lido).

m(D) m(E
a (D) Vol (E)

m(D)=3d-a(D) o m(E)=0-Vol(E)

Se define densidad § = (caso de una placa) o 6 = (caso de un sdlido). Luego

1° CASO: § = cte, entonces el cuerpo se dice homogéneo y su masa viene dada por

m(D)—é-a(D)—(S//dA m(E)—é-Vol(E)—é///dV

2° CAs0: § variable ¢ (x,y) continua en el dominio D, (andlogamente si d(x,y, z) es la densidad
puntual para un sélido F)

Tenemos entonces

= [[d(z,y)dA masa de una placa D
D

= [[[d(z,y,z)dV masade unsélido F
E

Una vez definida la masa de una placa o de un sélido es posible definir centro de masa o centro de
gravedad del cuerpo.
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D) CENTRO DE MASA O CENTRO DE GRAVEDAD.
Para el caso de una lamina (placa) D con densidad (superficial) puntual dada por 0 (z, y) las férmulas
para las coordenadas del centro de masa de una placa D son:

{)f xd (2,y) dA lf)fyé (z,y)dA
T mD) D)

Para un sélido F con densidad (superficial) puntual dada por § (z,y, z) las férmulas para las coor-
denadas del centro de masa de un sélido E son:

fbffxé(:c,y,z)dv fgfyé(x,y7z)dv fb[fzé(:z;,y,z)dv
- m(E) Yo = m(E) = m(E)

Ty =
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