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1. Resultados Matematicos Preliminares
Repasaremos a continuacién algunos resultados de cédlculo que se utilizaran en este curso.

Teorema 1 (Teorema del Valor Intermedio) Sea f(z) una funcidn continua en el interva-
lo [a,b]. Entonces, para cada 3 tal que f(a) < f < f(b), existe al menos un & en [a,b] tal que

f(&) =5

Teorema 2 (Teorema del Valor Intermedio: otra versién) Sea f(z) una funcion conti-
nua en el intervalo [a,b], y sea

m= Inf f(x), M = Sup f(x)

asz<b a<lz<b

Luego, para cualquier nimero B en el intervalo [m, M|, existe al menos un punto & en [a,b] tal
que

&) =p
En particular, existen puntos x y T en [a,b] tales que
m = f(z), M = f(z)

Teorema 3 (Teorema del Valor Medio) Sea f(z) una funcion continua en el intervalo [a, b]
y diferenciable en (a,b). Entonces, existe al menos un punto £ en (a,b) tal que

f®) = fa) = £ (€)(b—a)

Teorema 4 (Teorema de Rolle) Sea f(x) una funcion continua en el intervalo [a,b] y dife-
renciable en (a,b). Si f(a) = f(b), entonces existe ¢ en (a,b) tal que f'(c) = 0.

El Teorema de Rolle es un caso particular del Teorema del Valor Medio.

Teorema 5 (Teorema Generalizado de Rolle) Sea f € C en [a,b], y sea f € C" en (a,b).
Si f(x) se anula en los n+1 numeros distintos xg, 1, ...,Tn en [a,b], entonces existe ¢ en (a,b)
tal que f™(c) = 0.

Teorema 6 (Teorema del Valor Medio para Integrales) Sea g(x) una funcién no negati-
va e integrable en el intervalo [a,b], y sea f(x) una funcién continua en |a,b]. Luego

[ @ =s© [ g

para algin punto £ € [a, b].

Las demostraciones de estos teoremas se pueden hallar en la mayoria de los libros de céalculo.
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2. Polinomio de Taylor
Definiciéon

Sea f(x) una funcién dada, derivable alrededor del punto = = a, con tantas derivadas como
sea necesario. Buscamos un polinomio p(z) de grado n, tal que:

La féormula general de dicho polinomio es:

pu(e) = (@) + F(a)(& —a) + 53 (@) — a4+ FO (@) — )"

n!

Luego, f(z) ~ p,(z) para z cercano a a.

Ejemplo. Consideremos f(z) = log(z) con a = 1. Tenemos que
f(1) =log(1) =0
FO(w) = (~1P G - 1)1

b . -
' (por induccién)

O == G-nL g1
Luego
pule) = (= 1) = S — 1) + 5 (0 = 1P o4 ()" (1)
n 11 '
:Z( 1]?] (z — 1)
j=1

Error del Polinomio de Taylor

Teorema 7 (Error del Polinomio de Taylor) Suponga que f(x) tiene n+ 1 derivadas con-
tinuas en un intervalo a < x < B, y que el punto a pertenece a dicho intervalo. El error del
polinomio de Taylor estd dado por:

Ru(w) = 1(0) = pola) = gy o = ™40 ) 1)

donde c,, pertenece al intervalo entre x y a.

Existe ademas otra férmula del error del polinomio de Taylor dada por:

Tl

Rofe) = o [ “(@ — 0" D (1)t

Interpretacién. Veremos la interpretacién de la ecuacion (1).
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para algun c, entre a y x.
Vemos que para el caso n = 0 obtenemos el Teorema del Valor Medio.

Cason=1
pi(z) = f(a) + f'(a)(z — a)

Ri(a) = f(z) ~ ;i (@) = 5o = 0)2F P co)

para algun c, entre a y x. Diferenciando tenemos:

(@) = ph() = (@) = f'(a) = (@ — a) [ (cz)

para algun c, entre a y x.
Vemos que para el caso n = 1 obtenemos el Teorema del Valor Medio aplicado a f/(z).

Cason=mn
Derivando n veces la ecuacién (1) obtenemos:

F(x) = f"(a) = (= a) f" V) (en)

para algin c, entre a y x.

Vemos que obtenemos el Teorema del Valor Medio aplicado a £ (x).

La férmula del error del polinomio de Taylor en (1) puede interpretarse como una generali-
zacion del Teorema del Valor Medio.

Ejemplo. Consideremos f(z) = e con a = 0. Tenemos que
F®) (z) = e, luego f*(0) =1, para k=0,1,2,...
Entonces

1 3 1 n

x 1 n C.
Ry(z) = € — pu(z) = mv’ﬂ et

1
pn(x)=1+m+§:n2+

para algun c, entre x y 0.

Para obtener una aproximacién del nimero e, tomamos x = 1. Luego

N D141 1 1 1
e~pn()— + +5+§+"'+a

El error de dicha aproximacion estd dado por:

1
e —pp(x) = s 1)'6%, 0<e¢ <1 (2)

Vemos que, independientemente del valor que tome ¢, el error e — p,,(z) tiende a cero cuando
n — 00. De ello concluimos que

=1
-y
n!
n=0
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Supongamos ahora que queremos acotar el error dado por la ecuacién (2). Tenemos que

el < el < el

Luego
1 e
—— <e-— << ——
(n+1)! — Pa(l) < (n+1)!
Si queremos acotar el error sin conocer el nimero e, podemos emplear la cota conocida e < 3.
Luego
3
e — H<—-r
e~ ()| € gy

Para obtener una aproximacién con un error menor o igual a 107, elegimos n suficientemente
grande tal que

3

2 <107
(n+1)! —
Veamos ahora que e < 3. Tenemos que
onl < pl para todon > 1
Se sigue que
1 1
TSN
Ademis,
o0 o0 S9] n
1 1 1 1
Sar=lm=(3) =12
n=1 n=0 n=0 1—-—
2
Luego
e=) —=1+) —<l+) =3
n=0 n=1 n=1

Es decir, obtenemos que e < 3.



