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Capitulo 1

Lenguajes, Pruebas y Funciones

Numeros. Los nimeros de los que hablamos en este texto son los llamados nime-
ros naturales: 0, 1, 2, etc. Llamamos N al conjunto de todos los nimeros. Algunos
conjuntos de niimeros se representan convenientemente con las siguientes notaciones:

[@.b] = {neN:a<nyn<b}
(a.b] = {neN:a<nyn<b}
l[a.b) = {neN:a<nyn<b}
(a.b) = {neN:a<nyn<b}

Funciones. Una relacion entre dos conjuntos A y B es un subconjunto del producto
cartesiano A x B. Una funcién de A en B es una relacién que ademds cumple las
siguientes condiciones:

totalidad todo elemento de A estd relacionado al menos con un elemento de B

funcionalidad todo elemento de A estd relacionado a lo mds con un elemento de B

Llamamos dominio de la funcién al conjunto A, y codominio al conjunto B.

Notacién usada en las pruebas. La escritura de las pruebas comprenderd encadena-
mientos verticales de fragmentos de la siguiente forma:

afirmacion 1 afirmacién 3 afirmacién 5
<= (justificacion A) <= (justificacién B) => (justificacién C)
afirmacion 2 afirmacion 4 afirmacion 6

En el primer caso, A es una justificacién de que las afirmaciones 1 y 2 dicen precisa-
mente lo mismo; en el segundo caso, B justifica que la afirmacién 3 es una consecuencia
de la afirmacién 4; finalmente, C justifica que la afirmacién 5 es una condicién sufi-
ciente para garantizar la afirmacion 6. Por ejemplo, la siguiente es una prueba de que
el neutro de la suma es dnico:

Supongamos que 0 y 0 son dos neutros de la suma. Luego,

(Vn:0+4+n=n)y (Ym:m+0=m)
= (tomandon = Oym = 0')

04+0=0y0 +0=0

—> (transitividad de la igualdad)

0=0".
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Otro forma de presentar la misma prueba es la siguiente

0=0

<= (uransitividad de la igualdad)

04+0=0y0 4+0=0

<= (tomandon = Oy m = 0')

(Vn:0+4+n=n)y (Ym:m+0=m),

y esto vale cuando 0 y 0’ son dos neutros de la suma.

1.1. Palabras y lenguajes

Si preguntamos a una persona qué es un lenguaje, posiblemente nos responda por
medio de ejemplos: espafiol, inglés, sdnscrito. También es posible que nos diga que es
una forma en que las personas se comunican naturalmente. Para nosotros, los lenguajes
son entidades matematicas mucho mas simples que los lenguajes humanos habituales.

Un lenguaje estd compuesto de palabras, y cada palabra se escribe alineando letras
en un renglon; las letras estdn ordenadas, y ese orden es esencial para distinguir las
palabras. Por ejemplo, escribimos la palabra “arroz” de la forma siguiente

arroz
Y gracias al orden, que entendemos relevante, distinguimos esa palabra de
zorra

Distinguimos las dos palabras porque, evidentemente, la primera letra de la primera
palabra (la’a’) no es la misma que la primera letra de la segunda palabra (’z’). Es decir,
podemos distinguir las letras.

Llamamos alfabeto a un conjunto de letras o signos que podemos distinguir. Nues-
tras primeras palabras, arroz y zorra, han usado las letras del alfabeto habitual, pero
nada nos impide pensar en otros signos. Algunos otros alfabetos usuales son:

{x7y7z}7{07 1’2’3747576’7’8’9}7{a’/8?7}’{"o}'

Observemos que los signos elegidos son lo suficientemente claros como para dis-
tinguirlos. Evitaremos siempre aquellas definiciones de alfabetos cuyos signos puedan
confundirnos. Por ejemplo, si tomamos el alfabeto de las letras del espafiol deberiamos
reconocer como letras a los signos “ch” y “1I”’; y entonces, la palabra “chanchullo”,
jtiene siete o diez letras? Como no nos interesa entrar en estas disquisiciones, asumi-
mos que nunca podremos confundir los signos, ya sea por separado o en el contexto de
una palabra.

De igual manera que escribimos una palabra en espafiol colocando una primera
letra, luego una segunda, y asi sucesivamente, podemos escribir palabras en estos alfa-
betos. Por ejemplo, las siguientes son palabras sobre los alfabetos tomados de ejemplo.

xyyzz, 8786868, 3, eee.

Llegamos entonces a nuestra primera

Definicion 1.1.1 (Palabra, lenguaje). Sea X un alfabeto. Una palabra sobre ¥ es una
secuencia finita de letras. Un lenguaje sobre X es un conjunto de palabras sobre 3.

Para un alfabeto > dado, hay un lenguaje muy especial; el de todas las palabras
sobre 3. Llamamos >* a ese lenguaje de todas las palabras sobre X.
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1.2. Una excursion a las funciones

Hemos afirmado que las palabras son secuencias. Pero, ;qué es una secuencia? Las
siguientes definiciones aclaran estos conceptos en términos matemdticos habituales.

Definicion 1.2.1 (Secuencia de largo n, secuencia). Sean X un alfabeto y n un niimero.
Una secuencia de largo n sobre ¥ es una funcion con dominio [0..n) y codominio X.
Una secuencia sobre X es una secuencia de largo m sobre X para algiin m € N.

En este texto usaremos indistintamente los términos palabra y secuencia.
Ahora podemos reescribir parte de nuestra introduccién de forma mds precisa'.

Sea el siguiente alfabeto:

Y = {ab,cdef,ghijklmn,io,p,q,urs,t,u,v,wx,yz}
Definimos las palabras arroz y zorra como las secuencias de largo 5 tales
que

arroz(0) = a zorra(0) =z
arroz(1) =r zorra(l) =o
arroz(2) =r zorra(2) =t
arroz(3) =o zorra(3) =r
arroz(4) = z zorra(4) = a

Como zorra(0) # arroz(0), tengo una justificacion en términos matemati-
cos que dichas palabras son distintas.

La lectura cuidadosa de las definiciones puede proporcionar una comprension ma-
yor de la disciplina que se estd estudiando. En nuestro caso, ;qué significa una se-
cuencia de largo 0? Simplemente una funcién cuyo dominio es el conjunto vacio. ;Y
cudntas funciones con dominios vacios existen? Solamente una; porque si F' es una
funcién con dominio vacio, debe ser la funcidn vacio.

FCOxB
—
F=0.

Usamos e para denotar la palabra vacia®. Notemos, ademds, que una letra y una pa-
labra con una sola letra son cosas muy diferentes: en el segundo caso nos encontramos
con una funcién cuyo dominio es el conjunto unitario {0}. Sin embargo, no usaremos
ninguna notacién que nos permita distinguir esto; es decir, ® denotard en ocasiones a la
letra @ y en ocasiones a la palabra cuya tinica letra es o, dependiendo del contexto.

1.2.1. Concatenacion

También podemos expresar en términos matemadticos la concatenacion de dos pa-
labras; esto significa escribir una palabra a continuacién de la otra. Por ejemplo, de
concatenar las palabras zorra y arroz resulta la palabra zorraarroz.

Podriamos decir incluso que de forma algo pedante

2Desde el punto de vista de la teorfa de conjuntos, que codifica casi todos los conceptos matematicos
como conjuntos, la palabra vacfa € y el conjunto vacio () son precisamente el mismo conjunto. La confusion
desaparece por el uso notacional que hacemos; dependiendo del contexto escribiremos € o (). Esta situacion
es exactamente la misma que se presenta con el nimero cero 0, que también es codificado en la teoria de
conjuntos como el conjunto vacio.
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Definicion 1.2.2 (Concatenacion). La concatenacion de las palabras wq de largo Iy
sobre o y w1 de largo 1y sobre 31 es la palabra w de largo lg + 11 sobre g U 31 tal
que

w(i) = sii<lgentonces wo(i) sino wy (i — lp)

Habitualmente concatenamos palabras definidas sobre un mismo alfabeto %, y no
usamos ningtn signo para denotar la funcién de encadenamiento, colocando simple-
mente los argumentos uno al lado del otro. Es decir, escribimos wow; para denotar la
concatenacion de las palabras wg y ws.

La palabra vacia € es el neutro de la operacién de concatenacién. En términos alge-
braicos, decimos que la estructura (3*, concatenacion, €) es un monoide, una estructura
algebraica con una operacién binaria asociativa con elemento neutro.

1.3. Definiciones de lenguajes

Un lenguaje sobre un alfabeto X es un conjunto de palabras, o sea, un subconjunto
de X*. En esta seccién veremos dos formas muy conocidas de definir subconjuntos:
una tercera forma ameritard una nueva seccion.

El lenguaje X* es el lenguaje que contiene a todas las palabras sobre el alfabeto 3.
Otro lenguaje muy usado es T, el lenguaje de todas las palabras no vacias sobre ¥

S =5\ {e)

Un tercer lenguaje es el lenguaje vacio, que no tiene palabras, y que es precisamente
el conjunto vacio (). La palabra vacia se relaciona con estos lenguajes de la forma
siguiente:

eex” eg ¥t e

1.3.1. Definiciones por extension

Podemos definir un lenguaje por extension, es decir, enumerando todas sus pala-
bras. Por ejemplo, definimos el lenguaje L sobre el alfabeto 3 de la forma siguiente:

L = {eceee ¢ 00 eee}

Este lenguaje tiene cuatro palabras. Observemos que no hay ninguna regla inmedia-
ta que vincule dichas palabras, salvo el haber sido elegidas para integrar el lenguaje
L. Una primera limitacién de este mecanismo es que solamente nos permite definir
lenguajes finitos. Pero sus limitaciones son atin mayores.

Consideremos la siguiente propiedad P: una palabra w sobre ¥ cumple con la
propiedad P si y solamente si w no es la palabra vacia y la primera de sus letras es e.
Escribimos esta propiedad como

Plw) = w#ey w)=e

Consideremos ahora la pregunta siguiente: ;las palabras del lenguaje L cumplen
con la propiedad P? O como haremos habitualmente,

(Vw € L :: P(w))

Como la forma del lenguaje ha sido completamente arbitraria, el inico mecanis-
mo que tenemos para comprobar la afirmacién anterior es una inspeccion, palabra por
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palabra, de cada elemento del lenguaje, hasta probar la propiedad en cada caso o en-
contrar un contraejemplo’. Para este lenguaje particular debemos realizar solamente
cuatro inspecciones, pero es evidente que tendremos dificultades si el lenguaje fuera
mds grande.

Por otro lado, si pretendo definir una funcién cuyo dominio sea el lenguaje L,
también deberé indicar el valor funcional correspondiente a cada palabra por separado.
Una vez mads, la tarea se vuelve imposible para tamafios grandes.

1.3.2. Definiciones por comprension

Podemos definir un lenguaje por comprensién indicando alguna propiedad que de-
ben cumplir todas sus palabras. Por ejemplo, podemos pensar en el siguiente lenguaje
L’ sobre el alfabeto 3.

L = {w62+ :w(0) :o}

Este mecanismo define subconjuntos de un conjunto dado. En nuestro caso parti-
cular, el conjunto dado es ¥, y el subconjunto definido es el de las palabras no vacias
cuya primera letra es e.

Este mecanismo de definicion supera la primera limitacién que encontramos en la
definicién por extension: ya no nos limitamos a los lenguajes finitos. Sin ir mas lejos,
L' tiene infinitas palabras.

Ahora probemos que las palabras de L’ cumplen con la propiedad P de la seccién
anterior. El esquema de definicién nos ayuda proporcionando informacién acerca de
cada palabra del lenguaje. Mostraremos que para probar que la propiedad vale para
una palabra w basta mostrar que se encuentra en L.

P(w)

<= (Def. P)
w#eyw(0) =e
<= @ef. ©F)
weXtyw()=e
<= (Def. por comprensién)

we L.

Hemos probado que
(Vw € L' :: P(w))

Nuestra prueba tiene éxito gracias al uso de la propiedad que define a nuestro conjunto.

1.4. Definiciones por induccion

En esta seccidn presentamos un tercer mecanismo de definicion de lenguajes, espe-
cialmente relevante en l6gica e informatica. La sintaxis de los lenguajes de programa-
cion se definen siguiendo estas ideas.

La forma de esta clase de definiciones proporciona un esquema de prueba y de
definicién de funciones mas simple y poderoso que las formas anteriores. Asimismo,
permite la automatizacién de pruebas y definiciones de funciones sobre lenguajes®.

3Es decir, una palabra que no cumpla con la propiedad.
4Y de hecho, esta posibilidad ha sido implementada.
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Presentaremos dos estilos para definir un lenguaje inductivo. El primer estilo, que
llamaremos de reconocimiento, plantea criterios para reconocer las palabras del len-
guaje. El segundo estilo, que llamaremos declarativo, enuncia reglas que debe cumplir
una familia de lenguajes, siendo el lenguaje definido la interseccién de todos ellos.
Ambos estilos permiten definir precisamente los mismos lenguajes.

1.4.1. Definiciones inductivas por reconocimiento

La definicién inductiva de un lenguaje L sobre un alfabeto X puede verse como un
proceso infinito de reconocimiento de las palabras de L. Se cuenta con un conjunto de
criterios bdsicos que reconocen un cierto conjunto inicial de palabras de L; luego, se
proporcionan criterios de propagacién (o inductivos) que muestran cémo el reconoci-
miento de palabras se va propagando desde palabras ya reconocidas a nuevas palabras
por reconocer.

Por ejemplo, para definir el conjunto de las palabras sobre 3 = {e, o} que terminan
con e, podria escribir

1
1. criterio bsico ® € L
" "
2. criterio de propagacié n W E L — oW 6 L

3. criterio de propagacién W € L// — oW € LN
O de forma mds compacta,

1
1. criterio basico ® € L

2. criterio de propagacién W € L" yac Y —sawel”

La definicién muestra cémo reconocer cada palabra de L”. Con el criterio bdsico
se reconoce la palabra e como palabra del lenguaje. El criterio de propagacion permite
reconocer una palabra de L” con la forma aw siempre que conociéramos de antemano
que w es una palabra del lenguaje y a una letra del alfabeto.

Cada criterio tiene la forma ... — ..., y lo leemos de la manera siguiente: si
se cumplen las condiciones a la izquierda de la flecha, o precondiciones, entonces re-
conocemos las palabras a la derecha de la flecha como pertenecientes al lenguaje que
estamos definiendo. En las ocasiones en que no hayan precondiciones, como puede ser
el caso de los criterios bésicos, escribiremos solamente las palabras del lenguaje que se
reconocen siguiendo ese criterio.

Las precondiciones de los criterios pueden hacer referencia o no al conjunto que
se estd reconociendo: cuando existen esas referencias nos encontramos ante criterios
de propagacidn, y en caso contrario ante criterios basicos. Los criterios de propagacién
cumplen dos restricciones.

1. Las precondiciones que mencionan al lenguaje que se estd reconociendo deben
ser de la forma ... € L. Es decir, no aceptaremos criterios como el siguiente:
w¢ L — ww € L.

2. Las nuevas palabras reconocidas deben contener estrictamente como subpala-
bras a aquellas referenciadas en la precondicion, pero no pueden descompo-
nerlas ni modificarlas. Es decir, no aceptaremos criterios como los siguientes:
wa € L — aw € L niwa € L — ww € L. De esta forma garantizamos que
la aplicacidn de los criterios reconocen palabras cada vez mas largas.

En resumen, para definir un lenguaje inductivamente se proporcionan criterios basi-
cos y de propagacion; el lenguaje definido es el formado por las palabras reconocidas
por esos criterios.
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Cada palabra w del lenguaje asi definido es reconocida luego de una cadena finita
de aplicaciones de los criterios, a la que llamamos secuencia de formacion (o recono-
cimiento) de w. Por ejemplo, reconocemos la palabra ooe con la siguiente secuencia
de formacion:

1. reconocemos e siguiendo el criterio bésico;
2. entonces, aplicamos un criterio de propagacién para reconocer la palabra oe;

3. y terminamos la tarea volviendo a aplicar el mismo criterio de propagacion para
reconocer la palabra oce.

Mais brevemente, escribiremos

I e € [ (criterio basico 1)

11 oe € [ (criterio de propagacién 3, usando 1)
I ooe € L (criterio de propagacién 3, usando II)

Cada paso de la secuencia de formacion se realiza aplicando un criterio basico, o apli-
cando un criterio de propagacion a palabras reconocidas previamente en esa secuencia
de formacion.

1.4.2. Definiciones inductivas declarativas

Podemos plantearnos otra perspectiva para definir lenguajes inductivamente. Desde
este nuevo punto de vista, vemos los criterios como reglas que un lenguaje X sobre X
pudiera cumplir.

L reglabisica ® € X

2 reginduciva S1 W € X y @ € X entonces aw € X

Si una familia de lenguajes cumple con las reglas, la interseccién de esa familia
también cumple con las reglas. El lenguaje L, definido inductivamente por las cldusu-
las anteriores es la interseccién’ de todos los lenguajes X que satisfacen las reglas bdsi-
cas e inductivas dadas. Acostumbramos escribir la definicion escribiendo el nombre del
conjunto que se estd definiendo en las mismas reglas. En nuestro caso hubiéramos es-
crito

1. reglabisica ® € Lo

2 regainduetiva S1 W € Lo y @ € X entonces aw € Ly

Los criterios basicos del estilo anterior se convierten directamente en reglas basicas
de este estilo; los criterios de propagacion se traducen inmediatamente como reglas
inductivas.

Ambos estilos definen precisamente el mismo lenguaje. Efectivamente, observe-
mos primero que el lenguaje L” de las palabras reconocidas siguiendo los criterios
cumplen inmediatamente con las reglas; basta con reescribir las reglas de la forma
siguiente para ponerlo de manifiesto:

1. e es reconocida como palabra por los criterios para L

2. Sia € ¥y w es reconocida como palabra por los criterios para L”, entonces aw
es reconocida como palabra por los criterios para L”

SY por lo tanto el menor, en el sentido de la inclusién, de esos lenguajes.
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Veamos ahora que L” es el menor lenguaje que cumple con las reglas para Lg.
Sea X un lenguaje que cumple con dichas reglas; mostraremos que todas las palabras
reconocidas por los criterios de L” estédn en X . Supongamos que hay palabras recono-
cidas por los criterios para L que no estdn en X, y que w es una de esas palabras con
secuencia de formacion de largo minimal; es decir, todas las palabras reconocidas con
secuencias de formacién de largo menor a la que reconoce a w estdn en X. La palabra
w no puede ser o, porque como X cumple con la regla basica tenemos @ € X. Por lo
tanto, w es de la forma aw’ donde w’ aparece antes en la secuencia de formacién de w.
Ahora bien, como esa secuencia de formacién de w’ es de largo menor a la que forma
w, tenemos que w’ € X;y como X cumple con la regla inductiva, concluimos que
aw’ € X, contradiciendo nuestro supuesto original. Luego, no hay palabras reconoci-
das por los criterios para L' que no estén en X, y por lo tanto L” C X.

En consecuencia, podemos definir lenguajes inductivos de dos formas diferentes;
dando criterios para reconocer palabras del lenguaje, o dando reglas que deben ser
satisfechas por los lenguajes.

1.4.3. Ejemplos

El lenguaje X* de todas las palabras sobre el alfabeto X se puede definir inductiva-
mente como el lenguaje reconocido por los siguientes criterios:
1. criterio basico € € »*

2. criterio de propagacié n W 6 2* y a 6 E — aw E E*
0, igualmente, como el menor lenguaje X que cumple las siguientes reglas:
1. reglabasica € € X

2 reglainauetiva S1 W € X y @ € X entonces aw € X

El resto de los ejemplos de esta seccion se presentan con criterios de reconoci-
miento. El lector puede facilmente reescribirlos como reglas para el estilo declarativo
de definiciones inductivas.

El lenguaje de las palabras de largo par lo puedo generar a partir de la palabra vacia
agregando de a dos letras, como lo muestra la siguiente definicion inductiva.
1. criterio bisico € € me

2. criterio de propagacién W € Lpa, y {a, b} CY —abw e Lpar

Si partiera de las palabras que tienen una sola letra, estaria generando el lenguaje
de las palabras de largo impar.
L. eriteriobdsico @ € X, —> @ € Limpa,

2. criterio de propagacié n W € Limpar y {a, b} CY —abw e Limpar
Consideremos ahora ¥ := {e,0}. ;Cémo podemos definir L,;, el lenguaje de
aquellas palabras que no tienen dos letras iguales contiguas?
Una primera respuesta es la siguiente:
1. criterio bésico {6, o, O} C Ly

2. criterio de propagacion ®UW € Lalt — oW € Lalt

3. criterio de propagacién OW € Ly —> eow € Ly,
Observemos que no estamos violando las restricciones que hemos puesto para las pre-
condiciones, ya que las nuevas palabras reconocidas (oew y eow) contienen a la que
aparece en la precondicion (ew y ow, respectivamente).

Una alternativa, que involucra otra forma de pensar el problema, es la siguiente: de-
finamos dos lenguajes auxiliares que alternan las letras, pero de forma que conozcamos
precisamente con qué letra comienzan. La unién de ambos dard la solucién buscada.
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1. criterio bésico {67 .} S L.

2. criterio de propagacién W € L. — O0W € L.

1. criterio bésico {E, O} S Lo

2. criterio de propagacién W € LO — oW € LO

1. criterio basico L. U Lo g La]r

En este ultimo caso hemos dado una definicién inductiva sin criterios de propaga-
cioén. Estos casos pueden ser definidos sin necesidad de usar tanta artilleria.

Ly = LeUL,

Otro caso extremo en el uso de las reglas es cuando no hay reglas bésicas: en ese
caso, estamos definiendo el lenguaje vacio, que no contiene ninguna palabra. Es muy
facil entender esto si lo pensamos desde el punto de vista declarativo.

Supongamos que todas las reglas son de la forma

Siw € X, entonces P

El conjunto vacio cumple con esta regla, ya que no es posible proporcionar un ele-
mento del conjunto vacio que cumpla P. Y como este es el conjunto mas pequefio
existente, el esquema de definiciones inductivas en su aspecto declarativo nos muestra
un mecanismo complicado para definir el conjunto vacio.

El lenguaje vacio (J es un lenguaje muy diferente de {€}, que tiene una tnica pala-
bra. La forma de definir inductivamente un conjunto finito, indicando uno a uno todos
sus elementos, es precisamente el mecanismo de definicién por extensiéon que hemos
visto antes.

1.5. Probando propiedades
Es usual que los teoremas tomen la forma
(Va € U :: P(a))

donde U es un conjunto conocido, y P una propiedad sobre los elementos de dicho
conjunto. Un ejemplo muy conocido es el teorema de Pitdgoras

Sea ABC un trigngulo rectdngulo con hipotenusa AC'. Entonces, |AB|? + |BC|?

En este caso, U es la clase de los tridngulos rectdngulos, y P(ABC) es |AB|* +
|BC|? = |AC|%.

En esta seccion nos concentraremos en la relacién entre la definicién de los len-
guajes y las pruebas de propiedades sobre sus palabras. En particular veremos que las
definiciones inductivas de lenguajes proporcionan una forma de prueba muy dtil, la
Ilamada prueba por induccién.

= |AC2.
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1.5.1. Extension y comprension

Supongamos que deseamos probar un teorema
(Va €U :: P(a)), (1.1)
donde el lenguaje U ha sido definido por extensién como
U = {ui,ug,...u,}

Para probar el teorema 1.1 debemos demostrar que la propiedad vale para cada una de
sus palabras.

P(ui) y P(u2)y ...y Puy) = (Va € U :: P(a))

La forma en que definimos el conjunto, donde cada palabra fue tomada arbitraria-
mente sin ninguna preocupacion acerca de su relacion con las restantes, no nos propor-
ciona ninguna ayuda acerca de como probar una propiedad para todas las palabras de
un lenguaje. Para cada palabra del lenguaje debemos probar la propiedad P indepen-
dientemente de las restantes palabras del mismo lenguaje. El mecanismo de definir un
conjunto por extensidon no nos proporciona ninguna estrategia interesante para probar
propiedades.

La situacién cambia un poco con la definicién de un conjunto por comprensioén. Si
nuestro universo se hubiera definido como

U = {a€A:Qa)},
lo que precisamos para probar el teorema es mostrar que
(Va € A :: Q(a) = P(a))

Para encontrar una prueba del teorema 1.1 debemos relacionar las propiedades P
y Q. Supongamos que estamos estudiando el lenguaje de las palabras no vacias sobre
el alfabeto {o, @} que no tienen e, y la propiedad de que todas las palabras comienzan
con la letra o:

U = {we{o,e}" :wnotieneeo}

P(w) := wempiezacon o

El siguiente argumento prueba que toda palabra w € {o, e} que no tenga e (0 sea,
que cumpla Q(w)), debe empezar con o (o sea, debe cumplir P(w)).

Sea w € {o,e}™; por lo tanto w # €, y w tiene una primera letra. Como
w cumple con la propiedad @, esa letra no puede ser e. Por lo tanto, esa
letra es o, lo que muestra que w cumple la propiedad P.

En la seccidn siguiente veremos que en el caso de las definiciones inductivas, el me-
canismo de definicién colabora en el mecanismo de la prueba proporcionando ademas
nueva informacion.
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1.5.2. Lenguajes inductivos

Definamos inductivamente L/ de la forma siguiendo.

/
1. reglabasica O € Lo

2 regninaueiva S1 w0 € L. entonces oew € L
Para probar una propiedad P sobre todas las palabras del lenguaje, nos bastard con
probar los siguientes lemas

1. (caso base) P(o)
2. (caso inductivo) Si P(w), entonces P(cew)

Por ejemplo, demostremos que cada palabra w € L/ cumple la propiedad P(w)
que dice: “la cantidad de letras o que aparecen en w es una mas que la cantidad de
. Para el caso base debo justificar que P(o); este resultado es inmediato, porque
la cantidad de letras o que aparece es una, y la cantidad de letras e que aparece es
cero. Para el caso inductivo debo justificar que P(oew), y puedo usar como hipétesis
adicional (hipétesis inductiva) que P(w); como en w hay una letra o més que o, y en
oew agrego tanto una o como una e, seguiré teniendo una letra o més.

Esta prueba sigue el principio de induccién primitiva que probaremos a continua-
cién para el lenguaje L.. Las condiciones que se plantean en la hipétesis siguen las
reglas que definen a L/,.

Teorema 1.5.1 (Principio de induccién primitiva para L’). Sea P una propiedad sobre
L.. Si se cumplen las siguientes condiciones

1. P(o)
2. Dado w' € L., si P(w') entonces P(cew')

entonces

(Vw € L, :: P(w))

Demostracion. Defino el conjunto X de todas las palabras de L que cumplen con la
propiedad P.

X = {wel:Pw)}
Vamos a probar que X cumple con las reglas de la definicién de L..

1. (regla basica) Debemos probar que o € X. Esto es inmediato por la condicion
1 del teorema.

2. (regla inductiva) Debemos probar que si w € X entonces cow € X.

we X

=> (Def. X)

P(w)

=> (condicion 2 del teorema)
P(osu)

=> (Def. X)

oew € X.
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El conjunto X satisface las reglas que definen al lenguaje L. . Como este lenguaje es el
minimo conjunto que cumple dichas reglas, tenemos

L CX.
Como todas las palabras de L. estdn en X, concluimos
(Yw € L, :: P(w)).
O

El principio de induccién primitiva para L. (o PIP para L) proporciona un me-
canismo para probar que todas las palabras de L/ satisfacen una propiedad. En este
mecanismo, las reglas inductivas proporcionan hipétesis adicionales llamadas hipdte-
sis inductivas.

Mostramos ahora el uso explicito de este principio en la prueba de la propiedad que
hablaba de la cantidad de letras e y o que aparecen en las palabras de L/.

Teorema 1.5.2 (Cantidad de letras de las palabras de L)). Considere la siguiente pro-
piedad P sobre palabras de L. :

P(w) := lacantidad de letras o que aparecen en w es una mds que la cantidad de e.
Luego, (Yw € L, :: P(w))
Demostracion. Vamos a probar las condiciones del PIP para L. y la propiedad P.

Caso base. Voy a probar que P(o) se cumple. Inmediato, porque la cantidad de letras
o que aparece es una, y la cantidad de letras e que aparece es cero.

Caso inductivo. Voy a probar que si P(w) se cumple, entonces también se cumple
P(cew). Como en w hay una letra o més que o (hipétesis inductiva), y en cew
agrego tanto una o como una e, entonces la cantidad de o que hay en oew sigue
siendo una mas que la cantidad de e.

Aplicando el PIP para L y la propiedad P, concluyo que todas las palabras de L/
cumplen la propiedad deseada. O

Cada definicién inductiva de un lenguaje L proporciona un teorema, el PIP para
L, que se prueba de forma andloga al PIP para L/. Llamamos pruebas inductivas a
aquellas que aplican el PIP para algin lenguaje; al escribirlas debemos explicitar el
lenguaje inductivo y la propiedad considerados, al igual que todos los casos bases e
inductivos que sean necesarios.

1.6. Mas sobre definiciones inductivas

1.6.1. Relaciones inductivas

Podemos extender las ideas de la definicién inductiva de conjuntos para definir
relaciones inductivamente. La idea es que las relaciones definidas sean subconjuntos
de A x B, donde A es un lenguaje inductivo y B un conjunto arbitrario. Para ello
indicamos el universo en que se encuentra la relacion a definir, y luego se establecen las
reglas correspondientes, asegurdndose que las primeras coordenadas sean una copia de
la definicion inductiva de A. Por ejemplo, podemos definir inductivamente la relacién
Ry C L" x X* con las siguientes reglas:
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1 regubisia S1 W € X* entonces (o, ow) € Ry

2 regainaueiva S1 @ € Xy (w, w') € Ry entonces (aw, aw’) € Ry
Usando el PIP para L” probaremos facilmente que Ry relaciona cada palabra de
L” con alguna palabra de ¥*.

Teorema 1.6.1 (Totalidad de Ry). Considere la siguiente propiedad P sobre palabras
de L":
Pw) := (3w e = (w,w') € Ry).

Luego, (Yw € L" :: P(w)).
Demostracion. Vamos a probar las condiciones del PIP para L” y la propiedad P.

Caso base. Voy a probar que P(e) se cumple. Inmediato, porque la regla basica de la
definicién de Ry garantiza que (e, ) € R.

Caso inductivo. Voy a probar que si a € ¥ y P(w) se cumple, entonces también se
cumple P(aw). La hipétesis inductiva garantiza la existencia de w’ € ¥* tal que
(w,w’) € Ry; laregla inductiva de la definicién de Ry nos permite afirmar que
(aw,aw’) € Ry.

Aplicando el PIP para L” y la propiedad P, concluyo que todas las palabras de L”
aparecen como primer componente en la relacion R. [

1.6.2. Varias definiciones de un mismo lenguaje

En esta seccién mostramos que un mismo lenguaje puede tener mas de una defini-
cién inductiva. Consideremos el alfabeto 3 = {e, 0}, y los lenguajes L1 y Lo definidos
inductivamente por las siguientes familias de reglas.

1. reglabasica € € Ll
2. regla basica @ S L1
3. reglabisica @0 € L1

4. regla inductiva si {'LU, w/} g Ll entonces 'UJ'IU/ S Ll

1. regla basica € € L2
2. reglainductiva S1 W € Lo entonces ew € Lo

3. reghinductiva S1 W € Lo entonces eow € Lo

Mostraremos que L1 y Lo son el mismo lenguaje; dos definiciones diferentes para
un mismo objeto matematico. La prueba de esta igualdad aparece en los siguientes
lemas y teoremas. Observe que una vez probada la igualdad de los conjuntos, tenemos
dos PIP que nos permiten probar propiedades sobre las palabras del mismo lenguaje.

Teorema 1.6.2 (Lo C Lq). El lenguaje Lo estd incluido en L.
Demostracion. Probaremos usando el PIP para L, la propiedad P siguiente:
Plw) = wel,

Caso base 1. Hay que probar P(¢). Inmediato, por la regla basica 1 para L;.
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Caso inductivo 2. Hay que probar P(ew). La hipétesis inductiva nos permite afirmar
P(w), es decir, w € L;. Ademds, laregla bésica 2 para L; garantizaque ® € L.
Finalmente, la regla inductiva 4 para L justifica que ew € L;.

Caso inductivo 3. Se deja al lector.
Aplicando el PIP para L, se concluye que todas las palabras de Ly estdinen L;. [
La inclusién restante se prueba facilmente usando el siguiente lema.
Lema 1.6.1. El lenguaje Lo es cerrado bajo la operacion de concatenacion.
Demostracion. Probaremos usando el PIP para L, la propiedad P siguiente:
Pw) := (V' € Ly ::ww' € Lg)

Caso base 1. Hay que probar P(¢). Inmediato, ya que la propiedad se reduce a probar
que w’ € Ly suponiendo que w’ € Lo.

Caso inductivo 2. Hay que probar P(ew). Tomemos una palabra w’ € L. La hipGte-
sis inductiva nos permite afirmar P(w), y por lo tanto ww’ € L. Finalmente, la
regla inductiva 2 para Lo justifica que eww’ € Lo.

Caso inductivo 3. Se deja al lector.

Aplicando el PIP para Lo, se concluye que Ly es cerrado bajo la operacién de conca-
tenacion. ]

Teorema 1.6.3 (L1 C Lo). El lenguaje L1 estd incluido en Lo.

Demostracion. Probaremos usando el PIP para L, la propiedad P siguiente:
Pw) = welLy
Caso base 1. Hay que probar P(¢). Inmediato, por la regla bdsica 1 para Lo.

Caso base 2. Hay que probar P(e). La regla bésica Lo garantiza que ¢ € Lo. Final-
mente, la regla inductiva 2 para Ly justifica que ® € L.

Caso base 3. Se deja al lector.

Caso inductivo 4. Hay que probar P(ww'"). Las hipétesis inductivas nos permiten afir-
mar P(w) y P(w'), es decir, w € Ly y w' € Lo. Finalmente, el lema justifica
que ww' € Lo.

Aplicando el PIP para L1, se concluye que todas las palabras de Ly estdnen L,. [

1.6.3. Definiciones inductivas libres

Una palabra de un lenguaje inductivo puede ser reconocida de multiples maneras.
Decimos que una definicién inductiva es libre si las miiltiples formas de reconocer una
misma palabra terminan en idéntica aplicacién del mismo criterio de reconocimiento.
La propiedad de ser libre no es una propiedad de un lenguaje, sino de una definicién
inductiva del mismo.
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Consideremos las definiciones L; y Lo presentadas en la seccidn anterior, y las
relaciones Ry C L1 x ¥*y Ry C Ly x X* definidas inductivamente con las siguientes
reglas.

1. regla basica <E, €> € Rl
2. regla basica <., .> € Rl
3. regla basica <.O, .O> c Rl

4. reglainductiva S1 {<w1, U)> R <w2, w’}} C R; entonces <U)1’LUQ7 ’U)2> € Ry

1. regla basica <€7 6> S Rg
2. reglainductiva si <w, w/> € R2 entonces <.w7 .w/> S R2

3. regninueiva S1 (W, w') € Ry entonces (eow, ew’) € Ry

Podemos probar ficilmente, al igual que en el teorema 1.6.1, que R; y R2 cumplen
la propiedad de totalidad. Pero ademas podemos probar que la relaciéon Ry cumple la
propiedad de funcionalidad, mientras que la de R; no. La propiedad de funcionalidad
se desprende de que la definicién de Lo es libre.

Primero mostramos que R; no es funcional.

Teorema 1.6.4 (R, no es funcional). Existen dos palabras w y w' de ©* y una palabra
u € Ly tales que

(u,w) € Ry (u,w’) € Ry yw # v’
Demostracion. Tomemos
u:=oceeyw:=eyuw := es.

Evidentemente, w # w’. La siguiente secuencia de formacién muestra que (u,w) €
R;.

I (o, @) € Ry (regla bésica 2)
11 (ee e) € Ry (criterio de propagacion 4, usando I las dos veces)
111 (eee e) € Ry (criterio de propagacién 4, usando Iy II, con w; = ee y wy = e)

Se deja al lector el dar una secuencia de formacién para {u,w’) y terminar la prueba.
O

Antes de mostrar que la definicién de L es libre es conveniente probar el siguiente
lema.

Lema 1.6.2. Ninguna palabra de Lo comienza con o.

Demostracion. Se deja al lector. O

Ahora mostraremos que

Teorema 1.6.5. La definicion de Ly es libre.
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Demostracién. Usaremos un andlisis de casos® siguiendo la definicién de Ls. La pro-
piedad a probar para w € Lg es que toda forma de reconocer w termina en una idéntica
aplicacién del mismo criterio de reconocimiento.

Caso base 1. Observamos que la tnica forma de terminar el reconocimiento de € es
aplicando el criterio bésico.

Caso inductivo 2. Consideremos que hay dos formas esencialmente distintas de fina-
lizar el reconocimiento de la palabra ew € Ls. Una de ellas debe resultar de
aplicar el criterio 2, y la restante de aplicar el criterio 3. Por lo tanto, la palabra
w debe ser de la forma ow’ y pertenecer a L”. Pero esto contradice el lema.

Caso inductivo 3. Se deja al lector.

Teorema 1.6.6 (Funcionalidad de R»). La relacion Ry es una relacion funcional.
Demostracion. Considere la siguiente propiedad P sobre palabras de Lo:
Pu) = M{w,w'} ¥ = (u,w) € Ryy (u,w') € R = w=1uw')

Para probar la funcionalidad demostraremos que todas las palabras de Ly cumplen
con la propiedad P.

Caso base 1. Voy a probar que P(e) se cumple. Como (€, w) € Rp, y el dltimo criterio
para reconocer € € Lg es el criterio basico, concluimos que w = €. De igual
manera, w’ = e.

Caso inductivo 2. Considero dos palabras w y w’ de ¥* tales que (eu,w) € Ry 'y
(eu,w’) € Ry. Como Ly es libre, el dltimo criterio para reconocer eu debié ser
el criterio de propagacién 2; y por lo tanto hay dos palabras wy y wf; de X*
tales que (u, wy) € Ro, (u,wh) € R, y ademds w = swy y w' = ewly;. La
hipétesis inductiva garantiza que wy = w’;, y por lo tanto w = w'.

Caso inductivo 3. Se deja al lector.

La aplicacién del PIP para Lo termina la prueba. O

1.7. Definiciones de funciones

Hemos visto tres formas de definir lenguajes: por extension, por comprension, y
por induccién. También hemos visto cémo probar propiedades sobre lenguajes defini-
dos de esa manera; en particular, vimos el Principio de Induccién Primitivo para los
lenguajes definidos inductivamente. En esta seccién veremos cdmo definir funciones
cuyos dominios son lenguajes definidos inductivamente.

SLa prueba por anilisis de casos presenta la misma estructura que la correspondiente a la aplicacién del
PIP. Se distingue de la prueba inductiva porque no hace uso de ninguna hipétesis inductiva.
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1.7.1. Contar e: dominios definidos por extension o comprension

Vamos a definir funciones que cuentan la cantidad de e en lenguajes definidos de
distinta manera. Intentemos ver cémo vincular la forma de definir el lenguaje se vincula
con la forma de definir la funcién.

Comencemos mirando el lenguaje definido por extension

L = {....., e, 00, ...}

Para definir la funcién con dominio L que indica la cantidad de e proporcionamos un
valor funcional a cada palabra de L. Por ejemplo, podemos definir #% de la forma
siguiente:

#L.L N

#f(ooooo) =5
#e (o) =1
o) =1
#l(ews) =3

O también mostrando la funcién como un subconjunto de L x N:

#f‘ = {(ooooo, 5), <o, 1> ,{®0, 1), <ooo, 3)}

Para definir una funcién cuyo dominio sea un lenguaje definido por extension, de-
bemos indicar el valor funcional de cada palabra sin tomar en cuenta ninguna propiedad
adicional, ya que el mecanismo de definicion no provee propiedades adicionales.

La situacién puede empeorar cuando los dominios estdn definidos por comprension.
Por ejemplo, cuando el dominio es el lenguaje definido por comprensién:

L'={weXt:w0)=e}

« e, . . . .. /
la definicién de L’ no proporciona ninguna ayuda para definir la funcién #% .

1.7.2. Contar e: dominios definidos inductivamente

Ahora veamos la situacién cuando tomamos un lenguaje definido inductivamente,
por ejemplo el lenguaje Lo de la pagina 15. Recordemos que una funcién es solamente
una relacién que cumple las propiedades de totalidad y funcionalidad. La idea es definir
la funcién #Z%2 como una relacién inductiva R en el universo L, x N. Las reglas que
definen R son:

1. regla bisica <E, O> €R

2 regainenva S1 (W, M) € R entonces (ow,1+n) € R

3 regninuenva 81 (W, M) € R entonces (eow, 1 +n) € R

Al igual que lo hicimos con la relacién Ry podemos probar facilmente que R satis-
face las propiedades de totalidad y funcionalidad, y es por lo tanto una funcidn legiti-
mamente definida.

Teorema 1.7.1. R es una funcion con dominio Ls.
Demostracion. Se deja al lector. O

Podemos demostrar que R es una funcién gracias a que consideramos una defini-
cion libre para el dominio Lo. En general, a partir de una definicién inductiva libre de
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un lenguaje A podemos definir una funcién f : A — B transformando la definicién
de A en la definicién de una relacién inductiva en A x B. Esta forma de definir una
funcidn es llamada Esquema de Recursion Primitivo (ERP) para esa definicion de A.

En vez de definir la relacién inductiva R mediante reglas, acostumbramos darla en
términos de ecuaciones. Este estilo de presentacion es solamente una reescritura para
la definicién de la relacién inductiva R. Por ejemplo, la funcién #L2 que cuenta las
letras e de las palabras de L, la escribimos de la forma siguiente:

#l2 L, 5N
#22(e) =0
#o2(ow) =1+ #2(w)
#L2(eow) =1+ #L2(w)

Este estilo de definiciones proporciona casi inmediatamente un programa que compu-
ta la funcién deseada. Por ejemplo, si contdramos con un lenguaje de programacién
suficientemente astuto, podriamos codificarla de la forma siguiente.

FUNCTION cant (w:L2): nat;

BEGIN
CASE w OF
€ : cant := 0; break;
ew': cant := 1 + cant (w'); break;
eow': cant := 1 + cant (w'); break;
END CASE;
END;

Al definir inductivamente un lenguaje estamos dando elementos que nos permiten
construir un algoritmo para el cémputo de funciones. Con esto queremos decir que los
lenguajes inductivos proporcionan, gracias a la estructura de su definicién, elementos
que colaboran en la construccién de programas.

El esquema de definicion recursiva nos indica que para definir una funcién f de-
bemos proporcionar una regla de cémputo a cada regla de definicién del dominio. Las
reglas de computo asociadas a las reglas basicas usan aquellos elementos que aparecen
en las precondiciones de la regla. Cuando no hay precondiciones, la regla de computo
simplemente asigna un valor constante a la funcién. En el ejemplo de #L%2 tenfamos

#42(e) =0

Las reglas inductivas presentan un computo ligeramente mas complejo. Recorde-
mos una de las reglas de la definicién de R y su correspondiente ecuacion:

H#L2 (eow) =1+ #L2 (w)

3 regminaueia S1 (W, n) € R entonces (eow,1+n) € R

La segunda coordenada w’ en la precondicién de la regla es el valor funcional
#L2(w); en programacién usamos el nombre llamada o invocacién recursiva a ese
cémputo.

1.8. Ejercicios

Ejercicio 1.8.1. Dado el alfabeto ¥ = {a, b, ¢}, defina inductivamente los siguientes
lenguajes sobre >:
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1. {e, ab, abab, ababab, abababab, ...}.
2. {ab, aabb, aaabbb, aaaabbbb, ...}.
3. Las palabras que empiezan con a.
4. Las palabras que terminan con c.

Ejercicio 1.8.2. Dado un alfabeto 3, sobre el cual estd definido un orden total, defina
inductivamente los siguientes lenguajes:

1. Las palabras ordenadas. Una palabra estd ordenada si cada letra de la misma,
excepto la tltima, es menor o igual que la que le sigue.

2. Las palabras que son capicuas.
Ejercicio 1.8.3. Dado el alfabeto ¥ = {a, b}, se pide:

1. Proponga dos definiciones inductivas diferentes del lenguaje de todas las posi-
bles palabras sobre X..

2. Pruebe la igualdad de los conjuntos inductivos anteriores.
Ejercicio 1.8.4. Dado un alfabeto 3, defina las siguientes funciones:
1. largo, que dada una palabra w de ¥*, retorna la cantidad de letras que tiene w.

2. pertenece, que dada una palabra w de X* y una letra z de X, retorna true si
estd en w, y false en caso contrario.

3. elim, que dadas una palabra w de ¥* y una letra x de ¥, retorna la palabra w sin
(eventualmente) la primera ocurrencia de x.

4. elimTodas, que dada una palabra w de ¥* y una letra = de 3, retorna la palabra
w sin (eventualmente) ninguna ocurrencia de x.

Ejercicio 1.8.5. Pruebe, por inducién, que para toda palabra w de ¥* y toda letra x de
Y., se cumplen:

L. largo(elim(w, x)) < largo(w).
2. largo(elimTodas(w, z)) < largo(elim(w, x)).
3. pertenece(elimTodas(w, ), z) = false.

Ejercicio 1.8.6. Dado un alfabeto 35, sobre el cual estd definido un orden total, defina
las siguientes funciones:

1. ordenada, que dada una palabra w de ¥*, retorna true si, y sé6lo si, w esta orde-
nada de menor a mayor.

2. insOrd, que dada una palabra w de ¥*, ordenada de menor a mayor, y dada
una letra x de X, retorna la palabra ordenada (de menor a mayor) compuesta por
todas las letras de w y por z.

3. ord, que dada una palabra w de X*, retorna la palabra ordenada (de menor a
mayor) compuesta por todas las letras de w.
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4. Pruebe, para toda palabra w de ¥*: ordenada(ord(w)) = true.

Ejercicio 1.8.7. Defina inductivamente las siguientes relaciones binarias entre palabras
de un alfabeto X:

1. prefijo, de las palabras que son prefijos de otras. Por ejemplo, amo es prefijo
de: amor, amores y amo, entre otras.

2. posfijo, de las palabras que son posfijos de otras. Por ejemplo, la es posfijo de
hola.



Capitulo 2

Complejidad Computacional

2.1. Algoritmos

Definicion 2.1.1 (Algoritmo). Secuencia determinista de pasos que ejecutados por una
mdquina real permite resolver una instancia del problema.

Un algoritmo resuelve problemas computacionales para los cuales éste provee una
salida de validacion.
Las propiedades de un algoritmo son:

= Precision (en cada instruccion)

= Determinismo (en cada instruccién)

= Finitud (en el conjunto finito de instrucciones)
El algoritmo ejecuta sus instrucciones y se detiene si no hay mds instrucciones que

ejecutar.

Definicion 2.1.2 (Computabilidad). Es la capacidad de convertir las entradas en sali-
das por medio de una relacion (input x output). Define qué puede y qué no ser compu-
table.

Definicién 2.1.3 (Complejidad). Tiempo necesario para ejecutar un algoritmo que
resuelve un problema.

Definicion 2.1.4 (Correccién). Un algoritmo es CORRECTO siV  input vdlido luego
de comenzar la ejecucion del algoritmo, éste se detiene y produce un output correcto
para el input.

Un algoritmo es INCORRECTO si 3 input vélido para el cual:

1. El algoritmo no se detiene

2. Calcula un output incorrecto

23
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2.2. Correccion de los Algoritmos (Por Induccion)

Considere que se quiere construir un algoritmo que para una secuencia S = (s182...5,,)
y un natural n > 1 que representa el largo de la secuencia, permita determinar el ma-
yor elemento de la secuencia. Para ello se ha definido la funcién M AX (S, n)., veamos
como dos soluciones una iterativa y otra recursiva se analizan para determinar si estan
correctamente implementadas

2.2.1. Correccion de Algoritmos Iterativos

Este tipo de algoritmos presenta el problema de los loops, que para otros casos
resulta siendo trivial. Tales loops tienen una correccion parcial si el algoritmo se de-
tiene, entonces entrega un valor correcto. Se define la terminacién cuando el algoritmo
no tiene mas instrucciones por ejecutar.

Una solucién iterativa para la funcin M AX (S, n) es:

Algorithm 1 M AX (S, n)
1: m < $1
2: k<« 2
3: while £k < n do
4 if s, > m then
5 m < Sk
6: end if
7
8
9

k+—k+1
. end while
: return m

Para este caso:

= Se detiene porque k se incrementa en 1 en cada iteracion hasta que se alcanza
n + 1, en cuyo caso se sale del ciclo W HILE 'y el programa termina

= Correctitud (Induccién)

Hay que buscar una invariante en los ciclos, una expresion légica que sea verdadera
antes de iniciar el ciclo y al final de cada iteracién del ciclo — expresion que une las
variables.

Si la expresion es verdadera siempre implica que se mantiene al finalizar el ciclo.

Es necesario elegir la expresiéon que mas informacién nos entregue respecto a lo que
queremos que el algoritmo haga.

Lema 2.2.1. Si M AX(S,n) se ejecuta con una secuencia S de valores s1, $3, ..., Sp,
entonces retorna el mdximo de la secuencia.

Debemos encontrar una invariante del loop, una expresiéon que siempre se manten-
ga verdadera.

Alfinal m,, > s Vk <n-—1;k € N;m,, > s1,S9, ..., Sn
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(*)Durante m; > s Vi <n—1,m €S y m > s1,82,...,5t_1;k € Nym; >
S1, 892, ..., S;—1 (I-esima iteracion)

(BI) Parat = 0;m; = mo = s1 y k; = ko = 2 (antes de comenzar)
(HI) Al final de cada iteracion im; > spVk <i—1
(TI) Al final de cada iteracién 7 + 1 el valor de k se incrementaen 1. k;11 = k; + 1

Ahora el valor de m se modifica dependiendo del I F' de las lineas 4, 5 y 6, dependiendo
de la comparacién con sj. Los valores que se comparan m; y sy, son los de la iteracién
anterior (¢ en nuestro caso).

Tenemos dos casos:

2. m; +1 = Sk; sim; < Sk;
Dividamos la demostracién:

1. Si m; > Sk;, entonces al final de la iteracién sabremos que m; + 1 = m; y
ki+1 = kz +1
Por (HI) sabemos que m; > s1,So,...,5k;_1 y como m; > Sk; = m; >
81,582,583, ...y Skl
Como m;+1 = m;, entonces m;1 > S1, 52, 53, ..., Sk;.

Pero ki+1 = kl +1
ki =kiy1 —1
m; +1 > s1, 892,83, ...7Sk‘i+1 -1

2. Si Sk; > m;, entonces al final de la iteracién i + 1 sabremos que m;1 = Sk; y
kiv1 =k +1
Por (HI) sabemos que m; > $1, S2, 83, ..., 9k; — 1
Dado que Sk; > m; obtenemos que Sk; > s1, S2, 83, ..., 9k; — 1
En este caso m; 1 = Sk;
mi+1 > S81,82,83, ...y Ski,1
Dadok; +1;k;=ki+1—-1
mMi4+1 Z 81,852,833, .-y Ski-{-l -1
= la propiedad se cumple para 7 + 1
Como (*) es la invariante de M AX (S, n) y siempre se cumple que m € S'y
m > S1,82, ..., Sp—1. 31 el algoritmo terminaen k = n+1 = m > s1, S2, ..., Sn;
meSym > 1,83, ...,S, ¥ por tanto m es el mdximo.
MAX(S,n) calcula correctamente el maximo.

2.2.2. Correccion de Algoritmos Recursivos

En este caso no se hace divisién entre terminacion y correccion parcial, por consi-
guiente se demuestra la propiedad deseada por induccion.

Sea “A con tamaio ¢ = correcto”. Demostrar que “A con tamafio ¢ + 1 también
seré correcto”.

“Por curso de valores, si se ejecuta un input de tamafio menor que 7 = es correcto”,
a partir de esto se define que para el tamafio 7 también sera correcto.
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Una implementacin de la funcién recursiva MAXR es:
Solucion Recursiva.

Algorithm 2 M AX R(S,n)
1: if n =1 then

2: return s;

3: else

4 m <+ MAXR(S,n—1)
5: if s,, > m then

6 return s,

7 else

8: return m

9: end if

10: end if

Teorema 2.2.1. M AX R(S,n) es correcta, es decir retorna el mdximo de la secuencia
81,82, ..., Sy, de largo n.

v' La demostracion la haremos sobre el largo

v' Demostraremos que para todo valor de ¢ se cumple que el resultado retornado por
MAXR(S,i) es el maximo de los valores de s1, S, ..., 8;; MAXR(S,i) >
81,82, ..., 84

BI) i =1. MAXR(S,1); 51 > 1 (V)
(HI) Siseejecuta M AX R(S, 1) el resultado serd el maximo de los valores s1, Sa, ..., Sp, S;

(TI) Queremos demostrar que si se ejecuta M AXR(S,i + 1), el resultado sera el
maéximo de los valores
Si se ejecuta M AX R(S,i + 1) no debemos preocuparnos sino de las lineas 4 a
10, yaque ¢ > 1y por consiguiente ¢ + 1 > 1
Linea 4 - MAXR(S,1) (t=(+1)—1),por(HI)es (V)
= m serd el maximo valor de s1, Sa, ..., S;
Ahora tenemos dos posibilidades que se ejecute las lineas 6 u 8.
Si Sit1 = M = si+1 > sy, 82, 83, ..., S; Y por tanto Sit1 = 81,852,853, vy Siy Sit1
= MAXR(S,i+ 1) entregaria el resultado correcto s;41
Sim > Sit1 =>mMm > 81,52, 83, .-, Si, Sit1
= MAXR(S,i+ 1) entregarfa el resultado correcto m
Por induccién Vi se cumple que el resultado referenciado por M AX R(S, 1) es
el méaximo de los valores > $1, o, ..., 8; ¥ por tanto M AX R(S, ) es correcto.

2.3. Notacion Asintotica

Correcto o no. En la préctica un algoritmo puede ser correcto pero el tiempo de eje-
cucion puede ser demasiado alto.

Definicion 2.3.1 (Complejidad). Estimacion del tiempo que tomaria un algoritmo para
ejecutarse en funcion del tamario de la entrada (lo mds independiente del lenguaje).
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Disefio de
la
Soluciéon

Implemen

Problema 42
tacion

Analisis
del
Problema

Anélisis de § Experime 2
Algoritmos ntacion '

Figura 2.1: Ciclo de Anélisis y Disefio de Algoritmos.

Para destacar:

= No nos interesa el “tiempo exacto” sino el “orden de crecimiento” del tiempo
necesario respecto al tamafo de la entrada

= Trataremos con funciones del dominio de los N y recorridos de los reales positi-
vos Rt

Definicién 2.3.2. Sean f : N — RT y g : N — RT funciones, definimos O(g(n))
como el conjunto de todas las funciones f tales que 3c € RY y ng € N que cumple:
Vn > ng, f(n) < cg(n). (g(n) es una cota superior definida)

Cuando f(n) € O(g(n)) diremos que f(n) es a lo mds de orden g(n) o simplemente
F(n) es O(g(n).

Definimos Q(g(n)) como el conjunto de todas las funciones f tales que 3¢ € RT y
ng € N que cumple ¥n > ng, f(n) > cg(n)

Cuando f(n) € Q(g(n)) diremos que f(n) es a lo menos de orden g(n) o simplemente
f(n) es Q(g(n)).

Finalmente, definimos ©(g(n)) como la interseccion entre O(g(n)) y Q(g(n)), es decir
el conjunto de todas las funciones f tales que f(n) € O(g(n))y f(n) € Q(g(n)).
Definiendo de manera similar a lo anterior, decimos que ©(g(n)) es el conjunto de
todas las funciones f tales que 3c1,co € R y ng € N que cumplen que ¥n > ny,

f(n) <cig(n)y f(n) > cag(n)

Cuando f(n) € O(g(n)) diremos que f(n) es (exactamente) de orden g(n) o simple-
mente f(n) es O(g(n)).

Ejemplo 2.3.1. Dada la funcién f(n) = 10n? es ©(n?)

1. Demostrar que f(n) es O(ns)
Debemos encontrar c 'y ng tal que ¥n > ng se cumpla f(n) < en?.
En caso queng =0y c=10...
Vn >0, f(n) = 10n? < 10n2
. f(n)es O(n?)

2. Demostrar que f(n) es ©(n?).
Encontrar un c 'y ng tal que ¥n > ng se cumpla que f(n) > cn?.
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Figura 2.2: Representacion Gréfica Notacion Asintdtica.

Con los mismos valores ng = 0y ¢ = 10, tenemos que. . .
Vn >0, f(n) = 10n2 < 10n?
.. se cumple que f(n) es Q(n?)

Finalmente concluimos que f(n) = 10n? es efectivamente ©(n?)

Ejemplo 2.3.2. Dada la funcion f(n) = 60n? + 5n + 1 es O(n?)

1. Demostrar que 60n? + 5n + 1 es O(n)

Sin =1yc = 66, tenemos que. ..

Vn > 1, f(n) = 60n? + 5n + 1 < 60n2 + 5n% + 1n? < 66n°

es orden O(n?)

f(n) = 60n% + 5n + 1 > 60n>

0 ng = 0, obtenemos que f(n) es orden Q(n?)

= 60n% + 5n + 1 es O(n?)

Conclusion

= Las constantes no influyen en la notacién ©

= Soélo el término con el mayor exponente influye en la notacién ©

Teorema 2.3.1. Si f(n) = axn® + ar_1n 1 + ... + aan? + ayn +ag, cona; €Ry
tal que ay, > 0, entonces se cumple que f(n) es ©(n").

= Primer caso

f(n) <l ag | n*+|ag_1 | n*+ ..+ | ag | n*
k

f(n) < (;}ai)ﬂk
Eo
c= Z a;
1=0

= f(n)es O(n*)
Nno Z 1
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= Segundo caso

k-1
f(n) > apn® — 3 a;); paran >0
C = ag =0
k=1
ng = Z a;
i=0
k-1
o f(n) > apnk, parang = 3 a;
i=0

Ejemplo 2.3.3. La funcion f(n) = log,(n) es O(logs(n))

Supongamos que log,(n) = x y que logs(n) = y, de esto obtendremos que 2x = 3y
xlogy 2 = ylog,y 3

z =ylogy 3

log2(n) = log,(3) logs(n)

Resulta que:

Vn > 1, logy(n) < log,(3) logs(n)

Vn > 1, logy(n) > logy(3) logs(n)

Si usamos ¢ = 10g5(3) y ng = 1, resulta que t(n) = log,(n).

Se cumple que es O(logs(n)) y Q(logs(n)) simultdneamente y por tanto es ©(logs(n))

Teorema 2.3.2. Si f(n) = log,(n) con a > 1, entonces para todo b > 1 se cumple
que f(n) es O(logy(n)).

Esto implica que nos podemos independizar de la base del logaritmo. Asi en la
funcién logaritmica solo hablamos de ©(log n), sin usar base. Si se requiere de algin
célculo, generalmente supondremos que la base es 2.

Ejemplo 2.3.4. Mostrar que la funcion f(n) = \/n es O(n) pero no es (n) (y por
tanto no es O(n)).

Vn >0 vn<n

Conc=1yn=0, f(n) =+/nesO(n)

Ahora mostraremos que f(n) = \/n no es Q(n), lo haremos por contradicion.
Je>0yng €N, tal que

Vn > ng Vn>cn

Concluimos

Vn > ng V/n > en?

=n > c%n?

=1>c%n

=c2<1/n

A continuacién se presentan las distintas funciones que pertenecen a distintos 6rde-
nes (0,0,Q)
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Notacién Nombre
o(1) Constante
O©(logn)  Logaritmico
O(n) Lineal
O(nlogn) nlogn
O(n?) Cuadrético
O(n?) Cibico
O(n™) Polinomial
O(k™) Exponencial
O(n!) Factorial
Con m y k constantes positivas m > 0y k > 2

2.4. Complejidad de Algoritmos Iterativos

El tiempo de ejecutar en funcién del tamafio, lo notaremos 7'(n) (en notacién
asintética).
Estimar: Contar las instrucciones (a veces una en particular y obtener para ese valor
una notacion asintética).

Ejemplo 2.4.1. Consideremos el siguiente trozo de codigo:

Algorithm 3
1: fori < 1tondo
2: for j < 1toido
3: r+—xr+1
4 end for
5: end for

El niimero de veces que se ejecuta la instruccion (3):
MH+A+2)+1+2+3)+1+2+3+4) + ...
1 vez 2 veces 3 veces 4 veces
T(n)=1+24+3+..+n= %
De donde concluimos que
T(n) es ©(n?)

Ejemplo 2.4.2. Consideremos el siguiente fragmento de codigo:

Algorithm 4

L. j4n

2: while 5 > 1 do

3: for ; < 1tojdo

4 r+—z+1
5: end for
6
7:

i« 3]
end while

Si while se ejecuta k-veces:
Tn)=n+75+%+..+ms
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k—1
_ n
T(n)= > &
<0 .
= Por serie geoméetrica tenemos

Rl kel 1 (3)* "
3 ﬁZRZ(ﬁ):”l,é) =2n(1-(3)")

0 0

k=1
Dado que 1 — (3)¥ < 1 obtenemos que ¥n > 1, T(n) = > % < 2n'y por tanto

i+0 !
T(n) es O(n).
= Por otro lado, como inicialmente para la linea (4) con j = n se ejecuta n veces,
concluimos que (al menos eso ejecuta):
T(n) > ny portanto T(n) es Q(n).
.. La cantidad de veces que se ejecuta la linea (4) es O(n).
En los ejemplos anteriores: tomar en cuenta las instrucciones representativas y contar
cuantas veces se repite. El algoritmo 5 busca k en la serie S de tamario n.

Algorithm 5 Buscar(S,n,k)
1: fori < 1tondo

2 if S; = k then

3: return ¢ el indice donde aparece

4: end if

5

6

: end for
: return 0

Linea representativa S; = k
Peor caso k no aparece O(n)
Mejor caso  k aparece de primero  ©(1)

Entonces Busca(S,n, k) es ©(n) en el peor casoy ©(1) en el mejor caso.

Ejemplo 2.4.3 (Algoritmo InsertSort). El algoritmo 6 muestra el reconocido algoritmo
de ordenamiento de una secuencia S de tamario n a través de la insercion incremental
de los elementos de tal forma que siempre se respeta el orden.

Algorithm 6 insertSort(5,n)
1: fori < 2tondo
2: t <+ S;
3 j—i—1
4 while S; >t A j > 1do
5 Sj+1 “— Sj
6: j+—ji—1
7
8
9

end while
Sj —t
. end for

Para la linea (4) se presentard el mejor caso siempre que S; <t
2...n=0(n)
——

n — 1 veces
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Entre tanto, el peor caso se presenta si j < 1, es decir:
1 vez + 2 veces + 3 veces+...+(n-])=@

De modo que el peor caso es ©(n?).

ejemplo
El algoritmo 7 muestra un proceso para establecer si un niimero es o no primo.

Algorithm 7 esPrimo(n)

Require: Un nimeron € N

Ensure: true si n es primo y false en caso contrario.
1: fori < 2ton —1do

2 if n mod ¢ = O then
3: return false
4: end if

5: end for

6: return true

Al medir la linea (2) determinanos que:
El Mejor caso se presenta si n es par = ©(1)
El Peor caso se presenta si n es primo = O (n)
Pero el valor numérico n no es una buena estimacion, lo que conduce a cambiar n — 1
por \/n, de forma que el peor caso corresponde a ©(1/n)

En algoritmos numéricos una mejor estimacion es d, la cantidad de digitos necesa-
rios para representar a n.
d =~ logyy(n); n = 10¢ = O(k?) (Orden exponencial)
Dado el tamafio d y tomando /n (n%) en lugar de n, se tiene que 10% > 3%, 1o que
conduce a Q(k?). Sigue siendo exponencial.

2.5. Propiedades

2.5.1. Propiedades de O

L. Vf, f € O(f)

- F€0(g) = O(f) € O(g)

- O(f) = 0(g) & f€O(9) y g € O(f)
.SifeO(g)yge Oh)= feO(h)

.SifeO(g)yfeOh) = fe (min(g,h))

. (RegladelaSuma) Si f1 € O(g) y f2 € O(h) = f1 + f2 € O(maz(g,h))
. (Regla del Producto) Si f1 € O(g)y fo € O(h) = f1x fo € O(g- h)

~N O AW

8. Sid lim 5((—:3 = k, dependiendo de k tenemos:

n— oo

a) Sik#0yk <o0,0(f) = O(g)

b) Sik = 0entonces f € O(g), es decir O(f) C O(g), sin embargo se verifica
que g ¢ O(f)
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2.5.2. Propiedades de )
1. Vf se tiene que f € Q(f)
2. feQ(g) = Q(f) cQg)
3.Q(f) =Q(g) & f€Qg) yg € Q)
4. SifeQg)ygeQh)=feQlh)
5.59fe€Qg)y feQh)= f e (max(g,h))
6. (Regla de la Suma) Si f1 € Q(g) y f2 € Q(h) = f1 + fo € Qmin(g, h))

7. (Regla del Producto) Si f1 € Q(g)y f2 € Qh) = fix f2€Q(g-h)

8. Sid lim fn) k, dependiendo de k obtenemos:

rioo 9(7)
a) Sik#0yk <o0,Q(f) =Q(g)
b) Sik = 0 entonces g € Q(f), es decir 2(g) C Q(f), sin embargo se verifica

que f ¢ Q(g)
2.5.3. Propiedades de O
1. Vf setiene que f € O(f)
2. fe6(g) =06(f) cOly)
3. 0(f)=0(g) = f€O6(g) yg € O(/f)
4. SifeO(g)ygeO(h)= feO(h)
5.8ifeQg)y feQh)= f e (max(g,h))
6. (Reglade la Suma) Si f1 € O(g) y fo € O(h) = f1 + f2 € O(max(g, h))

7. (Regla del Producto) Si f1 € O(g)y fo € O(h) = f1*x fo € O(g- h)

8. Sid lim fom) k, dependiendo de k tenemos:

n—00 g("l)
a) Sik#0yk < o00,0(f) =0(g)

b) Si k& = 0 entonces los 6rdenes de f y g son distintos.

2.5.4. Notacion o

Definicién 2.5.1. o(g(n)) = {f(n) : Ve > 03ng > 0 tal que 0 < f(n) < cg(n) para
todon > ng}

f(n) es relativamente insignificante a g(n) si lim I _
n—oo 9(n)

La notacién o es bien ajustada. Por ejemplo, 2n? € o(n?) es mds ajustada que
2n € O(n?) (O no es asintSticamente estricto)
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2.5.5. Notacion w

Andlogamente, para € se define w (en forma ms ajustada):

Definicion 2.5.2. w(g(n)) = {f(n) para alguna constante c se tiene que Ing > 0 tal
que 0 < cg(n) < f(n) para todon > ny}

lim fn) 00
n—oo 9(n)

Ejemplo. Caso promedio del método insertSort Analicemos el método insertSort
1...j — 1 parainsertar S;
| —
/2
(n —1)(n/2) = ©(n?) Dado el andlisis del peor de los casos.
Andlisis Probabilistico

2.6. Complejidad de Algoritmos Recursivos

2.6.1. Enfoque Divide y Venceras

Muchos algoritmos son recursivos en sus estructuras, de modo que al resolver un
problema ellos se llaman recursivamente. Estos algoritmos exhiben las siguientes com-
ponentes:

Dividir — Fragmentar el problema en subproblemas

Vencer — Resolver los problemas recursivamente

Combinar — Coloca las soluciones a los subproblemas para hacer la solucién del pro-
blema original

Ejemplo 2.6.1 (Algoritmo MergeSort). Caracteristicas de MergeSort:

Dividir — Secuencia S, que serd ordenada en dos secuencias de n/2 elementos cada
una

Vencer — Ordenar las dos secuencias recursivamente usando merge-sort

Combinar — “Merger” las dos subsecuencias ordenadas para producir la respuesta
ordenada

Fin de recursion — n = 1, devuelve un elemento.

Clave (merge)
O(n),recorrer = ¢ merge(A,p,q,7) p<q<rT
Ap_qy Agi1—r  estdn ordenados.
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Algorithm 8 merge(A, p, q,7)

Lnl<qg—p+1
n2<r—q
crear arreglos L[1,nl + 1]y R[1,n2 + 1]
for i <+ 1tonl do
L[i] + Alp+i—1]
end for
for ; < 1ton2do
Rlj| « Alg +j)
end for
Linl +1] + o0
Ln2+1] + oo
141
7«1
: for k < ptordo
if L[:] < R[j] then
Alk] + Lli]
14 1+1

R I A O o

—_ e s o e e e
A A o e

else

_._.
o o®

Alk] « Rlj]
j+—7+1
end if
end for

NN
M =<2

Lo anterior generaria dos arreglos Alp, q] y Alq, r] respectivamente.

Algorithm 9 merge-sort(A, p,r)

1. if p < r then
2 q< [(p+r)/2]

3 merge-sort(A, p, r)
4 merge-sort(A4, g + 1,7)
5: merge(Aa p,q, T)
6: end if
12234567
_— _ merge
2457 1236
) O merge
25 47 13 26
-\ . | merge
52 4 7 13 26

Figura 2.3: Ejecucioén algoritmo merge-Sort.
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2.6.2. Analizando Algoritmos Recursivos

Recursién = ecuacion de recurrencia o “recurrencia”.
= tiempo de ejecucién sobre un problema de tamaiio n en términos de ejecucién sobre
la entrada mds pequeia.

La recurrencia para un algoritmo divide y venceras estd basado en tres pasos.
Sea T'(n) el tiempo de ejecucién sobre una entrada de tamafio n.
Si la entrada es muy pequefia n < ¢ para alguna c, la solucién sencilla toma tiempo
constante O(1).
Si la divisi6én toma a subproblemas de tamafio n/b (Para merge-sort a = b = 2)
D(n): Tiempo de dividir
C'(n): Tiempo de combinar

[ en) sin<c
T(n) = { aT(%) + D(n) + C(n) en otro caso.

Para simplificar tomaremos n es 2"

Consideremos el algortimo MergeSort en el peor caso Merge con 1 elemento
= 0(1)

Cuando n > 1:

Divide — D(n) = O(1)

Conquer — D(n) = 2T'(%3) dos problemas de la mitad del tamafio

Combinar — MergeO(n)

c sin=1
T(n) _{ 2T(5) +cen sin > 1.

Resolviendo la recurrencia:

T(n) == Cn n
+ Tnf2)  Tin/2) o \m
/7 \ 7/ \\
Tinj4) Tin/4) Tin/4) Tinja)
Cn o
Ign / \
Cr/2 Cnf2 n
/7 \ /7 \
Cn/a Cnjs Cn/ja Cn/a Cn
-] o Cn
o o
v ° o
\ /
v

Total: Cnlogn+Cn
Altura: logn
Niveles de Recurrencia: lgn+1

Figura 2.4: Tratamiento a la Recurrencia.
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2.6.3. Resolviendo Recurrencias

En general, evitamos ciertos detalles técnicos cuando planteamos y resolvemos pro-
blemas (recurrencias).
Ejemplo 2.6.2 (Resolviendo la Recurrencia del Algoritmo MergeSort).

[ e sin=1
T(n) = { T([2)) + T(|2]) + O(n) sin>1.

Ejemplo 2.6.3 (Condiciones de frontera). T'(1) = T'(0) + T(1) + ©(1)

sigue siendo constante

La secuencia puede cambiar pero en un valor constante.
Al resolver recurrencias se omiten pisos y celines (techos), y condiciones de
frontera.

Resolviendo Recurrencias: Método de Sustitucion

Procedimiento. Adivinar la forma de la solucién, luego usar induccién matematica
para mostrar que la solucién es correcta.
T(n)=2T([5])+n

Suponemos T'(n) = O(nlgn) = M, constituyendo la HI (Hip6tesis de
Induccion)
TI (Tesis de Induccion)
T(n) < 2(c %] log|2]) +n
<ecn(lgn—1)+n
<cnlgn—cn+n
<ecnlgn

Asi empleando HI y TI, tenemos que:
T(12]) < e[ 2] 1g(|2]). para[c > 1]
Dado que la induccién matematica estd incompleta, requiere mostrar que nuestra solu-
cién funciona para condiciones de frontera (casos base).
Debemos demostrar que ¢ funciona también para las condiciones de frontera:
T(1) = 1 (Es la tnica condicién de frontera)
Entonces paran = 1 T(1)=-cllgl
T(1)=0 ®)
Asi el caso base fallo!!! (pero este no es el fin)
Recordar que T'(n) = cnlgn para n > ng, donde ng es una constante.
Para n > 3 la recurrencia no depende de 1.
Reemplazaremos T'(2) y T'(3) como los casos base en lugar de T'(1) haciendo ng = 2
T'(1) caso base de la recurrencia.
T(2) y T(3) casos base de la prueba
T(2)=c
T(2) <c2lg2
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T(3) <c3lg3

5<c3lg3

<
1)+2=4 } 4<c21g2
- ¢ > 2 suficiente

Haciendo buenas “adivinaciones”.
Experiencia + Creatividad.

Heuristica 1. Arbol de recursién.

Ejemplo: T'(n) = 2T(| 5] +17) +n

Heuristica 2. Aproximacion.
1 Q(n)

...nlogn ...0(n)

T 0(n?)

A veces se necesita una hipdtesis mas fuerte:

T(n) = T(|2]) + T([2]) + 1= T(n) < en(sup)

T(n) = e(|5]) +e([3]) +1

T(n) = cn + 1 (No se puede demostrar)

Hipétesis mas fuerte:

T(n) < cn — b; b > 0 (No se puede demostrar)

T(n) < (cl3]—=b)+c([5]-0b)+1
T(n)=cn—2b+1
T(n) <cn

Resolviendo Recurrencias: Método: Arbol de Recursion

Este método es til para algoritmos del tipo “Divide y Conquistar”.

El arbol de recursion estd compuesto por:
= Nodo: Costo de un solo subproblema en alguna parte de la invocacion recursiva
= Costo por Nivel: Suma de todos los costos en cada nodo del nivel

= Costo Total: Suma de los costos de todo el arbol

Demostracién
(Riguroso)

Arbol Sustitucién
& s e
eosIon Intento U

(Liviano) Demuestra

Figura 2.5: Método del Arbol de Recursion.
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2
/ T \
c(nfd] c(nﬂl]l c(n;’d]2 Sron

RN “

dnfa?)’  cnfa?)’ cnja?)’ <_z> n

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Figura 2.6: Arbol de Recursién para el Ejemplo Citado.

Ejemplo 2.6.4. Resolver la recurrencia T(n) = 3T(|2]) + ©(n?) (Usando Arbol de
Recursion)

Costo de cada nivel del drbol
A la profundidad 1 el niimero de nodos es 3i ya que cada subproblema divide a 4 a
cada nodo en cada nivel i = 0,1,2,3,...,log,n — 1, tiene un costo de c(%)2

3 e(3)? = (&)ien?

—

En el ultimo nivel cada nodo vale 1

(Igsn)
(1) . 31g4n — nlg4 = (—)( log, 3 )
3lg4n =y

El Costo Total

T(n) = cn? + f’—Gch + (1%)20712 4+ 4 (1—36)10%4 "len? + O(n'osa 3)
lg, n—1

= Z (136) cn? +@( log, 3 )

=0
( 3 )10g4 n_1

(3—)
Yien? + ©(n'oga3)

ao(Eyyen” + 0(nlos?)
16

cn? + O(n'ea3)

IN
18
E\w

La primera llamada recursiva gasta cn?

*.O(n?)
Ahora apliquemos el método de sustitucion:
T(n) <3T([%])+cn?

<3d(|}])? +en?

< 3dn + cn2

< dn
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Resolviendo Recurrencias: Método del Teorema del Maestro

Considerando la recurrencia T'(n) = aT'(%) + f(n);a > 1y b > 1 donde f(n)
es una funcién asintéticamente positiva. El problema de tamarnio n es dividido en a
subproblemas de tamafio 7 donde a y b son constantes positivas. Los a problemas son
resueltos recursivamente en tiempo 7'%. El costo de dividir el problema y combinar
los resultados en subproblemas es f(n) = D(n) + C(n). Por ejemplo para el caso del
algoritmo MergeSort se tiene que:

a=2 b=2 f(n)=06(n)

Teorema 2.6.1 (Maestro). Sean a > 1y b > 1 constantes, sea f(n) una funcion y sea
T'(n) definida para enteros no negativos como la recurrencia

T(n) = aT () + f(n)
Donde interpretamos % como |3 | o [} ]. Luego T(n) estd acotada asintéticamente
como sigue:

1. Si f(n) = O(n!°8 *~¢) para alguna constante € > 0, entonces T'(n) = ©(n'&» )
2. Si f(n) = O(n'® 2), entonces T'(n) = O(n'°2 *1gn)

3. 8i f(n) = Q(n'°# ) para alguna constante ¢ > 0y si af(%) < cf(n),
para alguna constante ¢ < 1y para todo n lo suficientemente grande, entonces
T(n) =O(f(n))
Ejemplo 2.6.5. Considere T'(n) = 9T (%) +n
Portantoa =9,b=3y f(n) = 0(n)
Evaluemos f(n) = ©(n) comparado respecto a O(n!°& 2+<)
= O(n) comparado respecto a O(n**)
Para=0O(n)=0(Mn*"1);e=1>0
Por tanto T'(n) = O(n?)

Ejemplo 2.6.6. T(n) = 2?)
Portantoa =1,b=3y f(n) =

1 comparado respecto a O(n'8s '+ ) =0
1 comparado respecto a O(1)

1 comparado respecto a ©(1)

T(n) =n'"®%1gn

T(n)=1lgn

T(n) =06(lgn)

Ejemplo 2.6.7. T'(n) = 3T(%) + nlgn
Portantoa =3,b=4y f(n) =nlgn
nlogn comparado respecto a O(n%70~¢) X
lg, 3 =0,79
nlogn comparado respecto a Q(n%701¢) e>0
Para un n suficientemente grande:
af(2) < cf(n)
ayplogy <cnlgn
anog 7S cenlgn
para c > 3 esto es cierto.
-.T(n) =0O(nlogn)



Capitulo 3

Funciones Recursivas

3.1. Funciones Recursivas Primitivas

3.1.1. Introduccion

Intentaremos construir modelos que nos acerquen a comprender los fundamentos
del célculo y su posibilidad de modelizarlo.

No es fécil encontrar una definicion del concepto “cdlculo” que aparece en multi-
ples aspectos de nuestra vida.

Calcula quien efectua una multiplicacion, pero también decimos que realiza un
célculo un jugador cuando patea una pelota.

Cada célculo implica el realizar, operando sobre ciertos datos, una serie de pasos,
para obtener como resultado una determinada informacién. Esto es, la aplicacion de
un algoritmo.

Trataremos de encontrar elementos basicos en los que se pueda “descomponer”
cualquier célculo.

Asi como la quimica muestra que las multiples sustancias que nos rodean son en
su esencia combinacién de un conjunto relativamente pequefio de dtomos (y ademas la
fisica nos dice que cada uno de esos dtomos estd formado por particulas elementales),
se trata de ver si sucede algo parecido con respecto a lo que denominamos célculo.

Estas ideas y los modos de desarrollarlas, elaboradas por 16gicos y matematicos,
hasta mediados de los afios cuarenta del siglo pasado, sélo interesaban a un limitado
grupo de cientificos que se dedicaban a esos temas.

Pero, con la creacidn de la computadora (que, justamente, es un instrumento que
puede realizar millones de operaciones sencillas en segundos) han cobrado notable
importancia.

Una buena aproximacion es tratar de modelizar, con elementos basicos, el cdlculo
matematico.

En ese sentido, la teorfa indica que basta encontrar un modelo que abarque el célcu-
lo sobre los nimeros naturales.

Lo que presentaremos a continuacién es un modelo desarrollado principalmente
a partir de trabajos de Dedekind, Skolem, Peano, Hilbert, Ackerman y Church deno-
minado “Funciones Recursivas”. (fue en 1931 cuando Gddel propone formalmente el
concepto de recursividad para funciones).

41
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3.1.2. Funciones Numéricas

Definicion 3.1.1. Liamaremos funcion numérica a toda funcion f cuyo dominio sea
una potencia cartesiana de Ng y cuyo codominio sea N,

f:NF =Ny keN.

Consideramos el caso en que el valor de k sea cero, con la convencion de identificar
una funcion de cero variables con un niimero perteneciente a los Ny.

Una k-upla de elementos que pertenecen a Ny la notaremos (21, Za, ..., T ).

También presentaremos las k-uplas de Nf, para cada k € Ny, con letras maytscu-
las como X, Y, Z. Cuando se quiera remarcar el hecho de que tienen £ componentes,
escribiremos X*.

El valor que toma una funcién f en (x1, xa, ..., ) se indicard f(x1,xa,...,x%) O
directamente f(X)

Si el dominio de una funcién es N{j* diremos que es de orden m .

Cuando queremos hacer explicita referencia al orden de una funcién agregaremos
al notarla un superindice , o sea f("™) indica que f es de orden m. .

3.1.3. Funciones base

Definicion 3.1.2. Llamaremos funciones ceros a las funciones
C(k) : Nék) — No

VX eNF = cM(x)=0

Son funciones muy simples, ya que s6lo consisten en asociar a cualquier valor el
nimero cero.

Definicion 3.1.3. Definiremos una familia de funciones.
Dadosn € N, k € Ntalesquel <n,yl <k <n.
Llamamos funcion proyeccion de orden n, en la k-ésima componente y notaremos

™M NE o N

, def
(1,22, .y Tp) — p,(cn)(xl,:rg, ey Ty) = 2

Se trata de una familia de funciones sencillas de calcular ya que seleccionan en una
n-upla la k-ésima componente

Definicion 3.1.4. Llamamos funcion sucesor a la funcion
s:Nyg — Np

xENOHS(x)d——gfx—i—l

Es decir, s produce el sucesor de su valor de entrada. También en este caso, se trata de
una funcion elemental.

Definicion 3.1.5. Llamaremos funciones base a las funciones c®) conk > 0, alas

proyecciones p,(ﬂn) conn,k € Ntal que 1 < k < ny ala funcion sucesor s

La idea es agregar herramientas de construccién que nos permitan combinando
estas funciones bases, como ladrillos elementales, obtener funciones méas complejas.
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3.1.4. Operador Composicion

El modo mas inmediato de combinar funciones es “encadendndolas ~” de modo que
los resultados de la aplicacién de un grupo de ellas sean del dominio de otra.

Definicién 3.1.6. Dados n > 1, k > 0, una funcién numérica f™ y una familia de n
funciones numéricas de orden k , {ggk) »_1, diremos que la funcion h tal que

h:NF — Ny

X eNs = h(X) Y f(g1(X), 92(X), ey gn(X)) € Ny

es definida por la composicion de las funciones f™), { gi(k) }1_, y notaremos:

h=® (f(”)yg@,gék% ...7955“))

En algunos casos al operador se le agregan los indices n + 1y k, @Z“, para
hacer referencia a las n+ 1 funciones sobre las que opera, y a las k-uplas de su dominio.

CIDZ'H no estd definido para todas las n + 1-uplas de funciones, sino s6lo para aque-
llas n+1-uplas en las cuales la primera sea una funcién de de n-variables y las n res-
tantes sean de orden k.

Ejemplo 3.1.1. Podemos construir una familia de funciones constantes uno® que
asocia a toda k-upla el valor 1

uno® = d(s, c®))

Ast también podemos construir cualquier funcion constante:
Por ejemplo tres'*) que asocia a cada k-upla el numero tres

trest®) = @ (S’ o (S’ ® (8’ C(k)))>

Ejercicio para pacientes: construir la constante cuarentidos® ...

Ejemplo 3.1.2. Componiendo la funcion sucesor, podemos contruir funciones sobre
Ny que devuelvan un niimero sumado a cualquier valor.
Asi por ejemplo la funcién Mas5™)

Mas5'™) = &(s, (D(s, (s, (2(s,5))))))

Ejercicio para muy pacientes: construir la funcion Mas258 ....

Sin embargo utilizando como elementos de construccién sélo las funciones base
y el operador ® no podemos conseguir funciones de una cierta complejidad.
Se puede ver, por ejemplo que no es posible, usando unicamente estos recursos
construir una funcién sobre Ny llamada doble tal que duplica un valor.

doble(x) = x + x. ( Se recomiendo intentarlo)

Se hace necesario introducir nuevas herramientas de construccion.
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3.1.5. Operador Recursion

Definicion 3.1.7. Definiremos un nuevo operador R que llamaremos recursion qgue, a
partir de dos funciones: ¢'*) y h**2) | construye una nueva funcion f*+1

FOHD = R(g®) ph+2)

definida para cada k+1-upla, del siguiente modo:
Si el primer elemento de la k + lupla es igual a cero:

£0,X%) Y g(x*)

Si el primer elemento es distinto de cero (lo presentamos como y + 1) el valor de
la funcion se calcula recursivamente del modo siguiente:

Fly+1, X% < ny, X*, f(y, X))

Estamos ahora en condiciones de definir al conjunto de funciones recursivas primi-
tivas en forma inductiva :

Definicion 3.1.8. Definiremos el conjunto de Funciones Recursivas Primitivas
de la siguiente manera:

a) Las funciones base definidas en 3.1.5 son Funciones Recursivas Primitivas.

b) Las funciones obtenidas a partir de Funciones Recursivas Primitivas aplicdndo un
niimero finito de operaciones de composicion y recurson( ® y R ) son Funciones
Recursivas Primitivas.

Notaremos a este conjunto : FRP.

Ejemplo 3.1.3. Son FRP las funciones ¥®), TI®), FacV, Exp® | PdV) definidas
del siguiente modo:

D Sy2) Ly +a (Suma)
1) I(y, x) d:efy.x (Producto)

1) Fac(zx)  p (Factorial)

1v) Exp(y,x) Y v (Exponencial) con la convencion de que 0° = 1

v)
def | 0 siz =0
Pd(z) = { v—1 six>0 (Predecesor)

Veamos como se muestra i), que ¥(x,y) € FRP
En el caso de que la primer componente sea ( es:

Y0,z) =04+z=2z= pgl)(aj) luego la g™V = pgl)

Si la primer componente es mayor que cero:
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Sy+Lla)=(y+1)+e=(y+)+1=s2y2) = s (y,2, 5y, z)))

entonces h®) = <I>(s,p§3))

. . . . 1
De esto deducimos que se puede construir Y por recursion a partir de pg ) y

(s, pg?’)); en efecto, tenemos que

= =R, o(s,p5"))

Veamos la funcion definida en v), Pd (Predecesor)

Pd(0) =0 =

y ademds

Pd(y+1) =y =y, f(v))
((2)

De esto deducimos que se puede construir Pd por recursion a partir de (0 YDy

Pd = R(c®,p{?)

Se dejan las demostraciones para las funciones ii), iii), iv) como ejercicio.

Observacion importante: En esta parte del libro, aplicamos el criterio extensional
considerando que dos funciones, f, g son iguales si tienen el mismo dominio y para
todo elemento X que pertenezca a dicho dominio, f(X) = ¢g(X) , aunque utilicemos
distintos procedimientos para calcularlas. No nos preocupa la eficiencia del calculo.
Si una funcién pertenece a FRP todas las combinaciones de funciones base que la
construyan son equivalentes.

Mostraremos a continuacién una serie de propiedades que seran ttiles para encon-
trar nuevos miembros de la familia FRP.

Comencemos con la llamada potencia n de una funcién f de orden 1, que es la
funcién que obtenemos aplicando n veces la funcién f, con la convencién que aplicada
0 veces es la identidad.

Esto nos permite pensar la potencia de una funcién como una funcién de dos varia-
bles.

Definicién 3.1.9. Dada una funcion V) definimos una nueva funcion F®), llamada
potencia de f, del siguiente modo:

F0,z) =2 VxeNg

Fly+1,2) = f(F(y,z)) VzeN

Notaremos F(y,x) como f¥(x)
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Proposicién 3.1.1. Dada fV), sea F(y,z) = f¥(z) (potencia de f), entonces si
f € FRP — F ¢ FRP

Demostracion. .
F(0,2) = f°(z) =z = p{" ()

Fy+12) = f(f*(z) = f(p{” ((y, 2, F(y,)))
entonces
F=Rp" o(f.p")]

Ejemplo 3.1.4. Definiremos una funcion d®@ del siguiente modo:

A df | x—y six>y
d(2)(y7x):{ 0 six<y

Se trata de una resta, que se realiza cuando es posible. En algunos casos notaremos a
d® (y, z) como z—y

Se ve que la funcion d® pertenece a las FRP ya que se puede presentar como la
potencia de la funcion Pd

d(y,x) = Pd"(x)

y aplicamos la proposicion 3.1.1.
La misma proposicion se puede utilizar para mostrar que ) pertenece a las FRP
ya que se puede ver que es la potencia del sucesor:

S(y,7) = ()

)

Ejemplo 3.1.5. Definiremos una funcion D((,1 del siguiemte modo:

(1), ydf [ 1 siy=0
Dy (y)_{o siy >0

Se trata de una funcion que distingue al cero de los demds niimeros.
Se puede ver que D;l) € FRP ya que:

D((,l) = R[®(s,c?),c?)]
Teorema 3.1.1. Sea f?) Sean
a) Fly,x) =37 f(z2)
b) Gy, x) =112 f(z2)

Entonces si f € FRP — F,G € FRP

Demostracion de a).
F(0,2) = f(0,2) = f(c'(2), 2)

Fly+1,x) = X(F(y,2), Fly + 1,2)) =
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= (Fly,2),y,2), f (s (Fly,2),y,2), 0 (Fy, x),y,2)))

Por lo tanto:

F® = R[o[f.e®.p{"). 0[2.pf” 67, 6[sM) 0" pS)

O sea F' se construye aplicando los operadores ¢ y R a las funciones: f (por
hipotesis € FRP), Y. € FRP segun 3.1.3 y funciones base (que son FRP por definicion)
, luego ' € FRP

Se trata de una especie de integral discreta.
Para la parte b) se puede proceder analogamente sustituyendo 3 por 11

G® = R o, eV, p"], ol pf” 01, 615V, 057,057

En forma similar se puede mostrar que dada una f*tY € FRP las funciones
F(+2) y G+2) definidas como:

X) =3 £ X)

(2=0)

Hsz

(2=0)

tambien son FRP

3.1.6. Conjuntos recursivos primitivos (CRP)

Definicion 3.1.10. Dado un conjunto X, para cada subconjunto A C X definimos su
funcion caracteristica
Xa : X — {0,1} del siguiente modo:
(@) = 1 size A
XAT=10 sizgA

La funcidn caracteristica de un conjunto lo determina totalmente. Reciprocamente,
dada una funcién x : X — {0, 1}, existe un tinico subconjunto A de X tal que x4 = x.
Esto nos permite establecer una clasificacién en los subconjuntos de N§

Definicién 3.1.11. Diremos que un subconjunto A de N§ es un conjunto recursivo
primitivo, notaremos CRP si su funcién caracteristica x 4 : N§ — {0, 1} es recursiva
primitiva.

Proposicion 3.1.2. Sea k € N, y sean Ay B dos subconjuntos de NE. Si A | B son
CRP, el complemento —A , la interseccion ( AN B) y la union (AU B) son CRP .

Demostracion. Como A, B son CRP se tiene que sus funciones caracteristicas x4 , xB €
FRP

(@) x-a=®(D° xa)



48 CAPITULO 3. FUNCIONES RECURSIVAS

(®) xans =xaxs = @I xa,xB)
En a) y b) las funciones caracteristicas se construyen a partir de FRP, por lo tanto
sus conjuntos asociados son CRP.

(©) xauB
Recordemos que A U B = —[(—A) N (—B)] (De Morgan)

Aplicamos, entonces, lo visto en a) y b).

3.1.7. Relaciones recursivas primitivas (RRP)

En el discurso matemdtico las funciones constituyen un caso particular de las lla-
madas relaciones entre conjuntos.

Ante una expresién como “a + b < ¢” se puede, para cada terna (z1, To.73) de N3
verificar si sus elementos cumplen o no con la expreson.

Se trata en este caso de una relacién sobre N3 .

En el mismo sentido una afirmacién como “x es primo ” es una relacién definida
sobre Nj

Cada relaci6n sobre N& queda completamente determinada por el conjunto de las
k-uplas que verifican la relacion. (decimos que la relacion es verdadera en esas k-
uplas)

Es entonces que dada una relacién a definida sobre N4 podemos asociar a la misma
el subconjunto de N , de los valores en que la relacién es verdadera. Notaremos D,, C
N a dicho conjunto.

Asi por ejemplo dada la relacién x = y el subconjunto asociado D— es la diagonal
de N2

A partir de la asociacién de una relacion con el conjunto de los valores donde es
verdadera definimos:

Definicién 3.1.12. Dada una relacion o definida en N§ diremos que es Relacién Re-
cursiva Primitiva (notaremos RRP) si su conjunto asociado D, es CRP

Ejemplo 3.1.6.
Mostraremos que la relacion =’ es recursiva primitiva.
Llamaremos D_ al conjunto asociado a esta relacion.

D_ = {(z,z) = € Ny}

Observemos que la funcion E(x,y) = D;l) (x—y + y—=x) es tal que slo vale 1 si
x =1y yvale0 para cualquier otro caso.

Esta es la funcion caracteristica del conjunto D—.

Es inmediato que esta funcion es FRP, por lo que el conjunto D_ es CRP y resulta
la relacion "=’ es RRP.

Definicién 3.1.13. Sean o, 3 relaciones definidas sobre NE
Definimos :
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1) —a(X) la relacion que es verdadera < o(X) es falsa
1) (a A B)(X) la relacion que es verdadera < o(X) y B(X) son ambas verdaderas
1) (aV B)(X) la relacion que es verdadera < o(X) o B(X) son verdaderas

Proposicion 3.1.3.
Si a, f son RRP, — -, a A, aV 3 € RRP
La demostracion es inmediata a partir de la proposicion 3.1.2 .

Definicion 3.1.14. Dada una relacién o definida en Nj ™

1) Llamaremos cuantificador universal y lo notaremos /\y a(y, X) ala relacion que
depende solo de X que es verdadera si es verdadera la relacion a(y, X) para
todo y.

1) Llamaremos cuantificador universal limitado y lo notaremos:
/\;:0 a(y, X) a la relacion, que depende de X y de z, que es verdadera si es

verdadera la relacion oy, X ) para todos los valores de y no superiores a z.

1) Llamaremos cuantificador existencial, y lo notaremos \/y a(y, X) a la relacion
que depende sélo de X que es verdadera si es verdadera la relacion oy, X ) para
al menos un valor de y.

1V) Llamaremos cuantificador existencial limitado y lo notaremos:

\/;:0 a(y, X) a la relacion, que depende de X y de z, que es verdadera si es
verdadera la relacion o(y, X ) para al menos un valor y no superior a z.

Proposicién 3.1.4. Sea la relacion o definida en Ni™*

Si v es RRP = ~(z,X) = /\Z:0 aly, X) , 4(z,X) = \/Z:0 a(y, X) son
RRP.

Demostracion:

Sea fp,, la funcion caracteristica asociada a la realacion o
Entonces la funcion asociada ay llamada fp., serd :

Yy
Ip,(zx) = H IDa(zx)
2=0

Por la parte b) del teorema 3.1.1 vimos que esta funcion es FRP dado que fp,, es
FRP.
Para la demostracion de la parte ii) debemos, nuevamente, apelar a De Morgan .

Observemos que
z

Dé(ZaX) =" U - Da(va)

y=0

y la demostracion sale inmediatamente aplicando los resultados anteriores.

Atencion: Estos resultados no se pueden extender, en general, para el caso de los
cuantificadores no limitados.
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Veamos algunos ejemplos de RRP.

Ejemplo 3.1.7.
x #y € RRP
inmediato pues (x # y) = ~(z = y)

Ejemplo 3.1.8.
z >y € RRP en efecto:

r>y=Jw="2
z2=0
Ejemplo 3.1.9.
z >y € RRP pues
r>y=(@2yA~(z=y)

Ejemplo 3.1.10.
La relacion Mult(x,y) (x es miltiplo de y ) es RRP
( la relacion es verdadera si Ik € Ny tal que v = k.y )
En efecto:

x

Mult(z,y) = U (x = z.y)
z=0
Ejemplo 3.1.11.
Sea relacion “x es un niimero primo” .( Notaremos Prim(z))
Entonces Prim(z) € RRP
Sabemos que un valor x es primo si es x > 1y no es miiltiplo de ningiin nmero z
talque 1< z < x.

Prim(z) = (z > 1) A h (~Mult(z, 2)))

z=2

Enunciaremos ahora una proposicion, que serd de aplicaciéon para las funciones
definidas por casos en una particion.

Proposicion 3.1.5.
Sean los conjuntos recursivos primitivos A1, As, ... A, C N una particion de Ni*

=p
UAi=Ng y Vitj AinA;=0
=1

Entonces si ggm) , gém), gé,m) son funciones recursivas primitivas, la funcién h(™

definida por
a1 (X) siX e Al
def g2 (X) siX e A,

gp(X) siXeA,

es recursiva primitiva.
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Para demostrarlo basta observar que como los conjuntos A; son CRP implica que
sus funciones caracteristicas x a, son FRP.
De acuerdo a la definicion f se puede escribir como:

f(X)=> gi(X).xa, = f€cFRP
=1

Definicién 3.1.15. Sea una relacion o definida en Ni ™

Usaremos la notacion pu(a(y, X*)) para indicar el minimo valor de y para el que
es verdadera la relacion oy, X*)

Tal simbolo solo tiene sentido si la relacion se verifica para algiin valor de y.
Decimos que se cumple la condicion de regularidad cuando eso sucede.

Teorema 3.1.2. Sea una relacion « definida en N’g“ tal que se cumple la condicion
de regularidad para todo elemento de NISH
O sea que para cada X* existe un valor de y tal que oy, X*) es verdadera
Podemos definir

F(X) = pla(y, X*))

Definimos la relacion (3 sobre N’g“ del siguiente modo:

Bly, X) = (y = (X))

Entonces si « € RRP —> 3 € RRP
En efecto se tiene:

By, X) = () (z <y A(=(alz, X)) V (= y) A (alz, X))

Teorema 3.1.3.
Si ademds de verificarse las condiciones del teorema anterior existe una %) €
FRP tal que para cada X, f(X) < g(X)

Entonces podemos afirmar que la f € FRP

En efecto, podemos escribir:

9(X)

F(X) =" y.Daly, X)
y=0

Ejemplo 3.1.12.
Sea Q(x,y) = [x/y], parte entera de la division.
(Con la convencion Q(x,0) = 0.)
Entonces (Q € FRP
En efecto :

Qz,y) = pz((y =0) v ((z +1).y > x))
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Ejemplo 3.1.13.
Sea Mod(z,y) el resto de la division de x por y.
(Con la convencion Mod(x,0) = 0)
Entonces Mod(z,y) es FRP
En efecto

Mod(z,y) = (z—(y.Q(z,y))

Ejemplo 3.1.14. Sea la funcién NV que a cada valor x: le asocia el x-ésimo niimero
primo.

Asi N(0)=2, N(1) =3, N(2) =5.

Mostraremos que esta singular funcion es FRP.

Utilizaremos la funcion Prim definida en 3.1.11

Definimos la funcion h que dado un valor x devuelve el minimo niimero primo
mayor que x

h(z) = py[Prim(y) A (y > )]

Por ejemplo h(8)=11.

h estd acotada por Fac(x) + 1 que es FRP, puesto que se puede mostrar que
siempre existe un niimero primo p tal que x < p < x! + 1

Entonces como estd acotada por una FRP aplicando el teorema 3.1.3, h es FRP.
Entonces definimos N (x) como la potencia x de h aplicada a 2.

N(z) = h*(2)

N es FRP

3.1.8. Funcion Dupla

Definicién 3.1.16. Llamaremos Funcién Dupla, una funcion, W2, que tenga las
siguientes propiedades:

) W(z,y) =W(m,n) = x=m ,y=mn (unicidad)
1) z>m=— W(z,y) > W(m,y) (creciente respecto ala primera componente)
u) y >n= W(x,y) > W(x,n) (creciente respecto a la segunda componente)
A partir de estas propiedades se puede observar que si W es funcién dupla entonces

W(z,y) 2z W(z,y) >y

Por la propiedad i) vemos que podemos definir las inversas U") y V(1 tales que:

z=W(x,y) = U(z) =2 V(z)=y

y se cumple

1.
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VIW(z,y) =y

Observemos que por satisfacer las condiciones ii) e iii) de la definicién 3.1.16 las
funciones Uy V pueden definirse:

z

U(Z) = Mx<U = W(l’,y)) ?U(Z) <z

y([Jz=W(y) ,V(z) <2
z=0
y por lo tanto aplicando 3.1.3

SiWw eFRP = U, V € FRP

Ejemplo 3.1.15. Se puede verificar que son funciones dupla las siguientes:

a)
W(z,y) =22y +1)—1
b)
W(z,y) = (I+y)(z+y+1) .

Es inmediato que ambas son FRP

Veamos una aplicacion de estas funciones:

Teorema 3.1.4. Sean g(”) , gén) h§"+3) , h(2n+3)

Decimos que fl(nH) y fénﬂ)

definidas del siguiente modo:

se construyen por Recursion entrelazada si son

f1(0,X) = g1(X)

fily+1,X) = ha(fily, X), f2(y, X),y, X)
f2(0,X) = g2(X)

foy +1,X) = ha(f2(y, X), f1(y, X), v, X)

Entonces si g( ), gén) h("+3) h(n+3) € FRP — f(nH) 2("+1) € FRP

Demostracion. Sea W, una funcién dupla y FRP (como las del ejemplo 3.1.15)

SeaF(y,X) = W(fl(va)an(va))

Mostraremos que ' € FRP
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F(0,X) =W(g1(X),g2(X)) g=2(W,g1,92)

F(y+ 17X) = W(hl(fl(va)af2(y7X)7an)vh2(f2(y7X)vfl(an)’va)) =

F(y+1,X) = W(hi(U(F(y, X)), V(F(y, X)), 9y, X), ha(V(F(y, X)), U(F(y, X)), y, X)

Como F' se puede definir por recursion de funciones FRP — F' € FRP

Pero por construccién:

Luego f1 y fo son FRP

3.2. Las FRP no alcanzan...

3.2.1. Introduccion

En la seccién anterior hemos presentado una gran cantidad de ejemplos de calculos
que se pueden representar con las FRP.

Sin embargo mostraremos que existen funciones que podemos calcular (esto es
existe un procedimiento que nos permite encontrar la imagen de la funcién para deter-
minados valores), que no pueden ser FRP.

Observemos, para empezar, que podemos definir funciones sobre los naturales que
no son totales.

Asfi por ejemplo, la funcién natural “raiz cuadrada  sélo esta definida para algunos
elementos de N

Un camino que que podemos utilizar para calcularla. es por ejemplo:

Leer (n)

R+ 0

Mientras (R+R)#mn hacer R+ R+1
Mostrar (R)

Este procedimiento “funciona ” sélo para algunos valores de n. Si la entrada es un
nimero que no es un cuadrado perfecto, el procedimiento no termina. (se trata de un
semialgoritmo).

Le podemos, entonces, asociar una funcién definida para una parte de los naturales
(se trata de una funcién parcial).

Pero este cdlculo no podra ser representado por una FRP ya que, estas son siempre
totales como mostraremos en el siguiente teorema.

Teorema 3.2.1. Si f es FRP entonces f es total.
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Demostracion. En esta demostracién aprovecharemos la forma de construccién induc-
tiva de las FRP

Se muestra que la propiedad se cumple para las funciones base (a) y luego se mues-
tra que la propiedad se “hereda” al realizar una composicién (b) o una recursion (c).

(a) Trivial . Las funciones base son totales por definicion.

(b) Veamos la prueba para la composicion.

Sea f("), g§m) ) gém), ..., 9™ funciones totales, queremos probar que
B = @[f ™, g™ 5™ g™

es total.
Sea X € Ny .
Podemos calcular z; = g;(X), ¢ = 1...n pues cada g; es total.
Entonces

ay y:f(mtha"wxn)

pues f es total.
Sy eNy y=h(X).

(c) el caso de la recursién queda como ejercicio.
Esto nos permite afirmar que toda FRP es total. O

No poder representar procesos de calculo que estan definidos parcialmente sobre
los naturales es una importante limitacién de las FRP.

Pero, como mostraremos a continuacion, existen funciones calculables totales que
no son FRP. Para mostrar un ejemplo de una funcién con tal caracteristica debemos
realizar una serie de pasos previos.

La idea es buscar una propiedad que cumplan todas las FRP y luego encontrar una
funcién total y calculable que no la cumpla.

Comenzaremos presentando una serie de funciones.

3.2.2. La serie de Ackermann

Sea la siguiente sucesion de funciones que llamaremos serie de Ackermann

fole) = s(x)
fi(x) _ éx+2)(m) _ s(z+2)(x) =27 +2
fron(z) = ()

Veamos algunas propiedades de las funciones de esta serie.
Proposicion 3.2.1.
1) Vk: fi € FRP

) x>z = fi(x) > fulz)
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) Vo, k= fr(z) >

1v) Vo, k = fk+1(37) > fk(:v)

Demostracion.
Se demuestra por induccién sobre k utilizando la proposicién 3.1.1, partiendo
como caso base £ =0 .

fo(x) = s(z) que es FRP por ser base

1) Ejercicio. (Sugerencia: hacer induccion sobre k)

1) Haremos induccion sobre k

Casobase k =0

Paso inductivo

Suponemos que vale para k = n, o sea, tomamos como hipétesis f,,(z) > x (HI),
y probamos que es cierta que f,,4+1(z) > x.

Farr(@) = f5H P (@) = fu(F5 (@) > f1 (@) = fu(£57(2)) > £19(2) =

(HD) (HI) (HI)

= fu(fP(@) > fP(@) = fu(ful2) > fulz) > @
V)

Fea (@) 2 FED 2 o () AN (D @) > s fula)

(1) por definicién de la k + 1 funcidn de la serie.

(2) por definicién de potencia.
O

Definicién 3.2.1. Decimos que una funcién f) mayora a una g\ si se verifica que

flmaz(xy,x9,...,2,)) > g(x1, 20, ..., 2,); ¥V (z1,22,...,2Zp)

Notaremos : ) 1 g(") para indicar que Y mayora ¢(™

Teorema 3.2.2. Sea g™ € FRP, entonces existe fj, de la sucesion de Ackerman tal
que:

fxTyg

Demostracion. Tal como hicimos para mostrar que todas las FRP son totales, haremos
esta demostracion en forma inductiva:

(a) Trivial. Las funciones base son mayoradas por fj.
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(b)

()

Composicion :

Sean las funciones: ) )
1 p{™ pSM o R

tales que
Fet I AR =1 m

sea ¢™ = @[I(m),hgn),hgn),... h(”)] = fr11 AR

) m

Por ser mayoradas por fi se cumple que:

WM (X) < frulmaz(X)), ... h(X) < fu(maz(X))
Entonces
maz{h{ (X), 83" (X), ... ,h{(X)} < fr(maz(X)) (%)

Ademds como fj, 1 1("™)

9(X) E I (X), ha(X), . ha(X)) < frlmaz(hy(X), ha(X), ... ha(X))) <

2 flfelmaz(X)) S £ (maz (X)) & fop1 (maz(X))

o frer T g™

(1) por (x) y propiedad i7).

(2) usando propiedades i) y i4i) de la proposicién 3.2.1 aplicadas varias veces.

Recursion

Sea g»t1) = R[I(™) h("+2)], entonces

et Nk th= frs1 1 g™

Para empezar, sabemos por definicién de R que
9(0,X) = I(X)

9(y+1,X) = h(y, X, g(y, X))
pero g(0, X) = I(X) < fr(maz(X)) por hipitesis. ()

Ademas,

g(1,X) = h(0, X, 9(0, X)) £ fi(maz(0, X, g(0, X)) <
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M @
< fe(maz (0, X, fr(max(X)) < fi(fr(maz(X)))

Puede demostrarse por induccién que
1
vy 9(X,y) < [T (maz(X))

pero

) @
v (max(X)) < I (maz(y, X)) < 7O (maz(y, X)) <

< (o2 (naz(y, X)) = frpr (maz(y, X))

2 9(X,y) < frpr(mazx(y, X))

(1) por ii) y ().

() fr(maz(X)) > max(X,0) Vk.
(3) agrego y al conjunto.

(4) por 7).

O

A partir de (a), (b) y (¢) podemos demostrar el teorema, ya que toda f € FRP se
obtiene aplicando un nimero finito de veces los operadores ¢ y R a las funciones base.

Teorema 3.2.3.
Definimos ahora una funcion que llamaremos ACK de la siguiente manera:

ACK (z) = fo(2)

O sea para encontrar su valor imagen para un determinado x, tomamos la x-ésima
funcion de Ackerman y la calculamos en dicho x.(existe un modo de calcularla para
cualquier valor, aunque el esfuerzo de cdlculo sea enorme)

Mostraremos que esta funcion no pertenece al conjunto de las FRP.

Demostracién. Suponemos que ACK € FRP.
Luego, ACK (x) + 1 debe pertenecer al conjunto de las FRP.

Si esta funciéon fuese FRP debe existir, por lo visto en el teorema anterior, una
funcién de la serie de Ackerman que la mayore.

Sea M tal que la M-ésima funcién de la serie, (fps) mayora a Ack(z) + 1 para
todo valor de x

VY ACK(!E) +1 < f]\/[(!E)

Tomemos entonces el caso en que z = M.

ACK(k)+1 < fy(M) perocomo fpr(M)=ACK(M)
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ACK(k)+1 < ACK(M)
Absurdo que proviene de suponer que ACK es FRP.

-, ACK ¢ FRP.
O

Hemos encontrado una funcién que podemos calcular para todo niimero natural.
O sea que es total y calculable, pero no pertenece a las FRP.

3.3. Funciones Recursivas (FR)

Con la intencién de completar nuestro modelo en esta seccién agregaremos un nue-
vo operador:

3.3.1. Minimizador

Definicién 3.3.1. Dada {1V, decimos que g™ se construye por minimizacion de f
y lo notamos M| f], cuando g es definida del modo siguiente:

9™ (X) = MIfI(X) = pe(f (¢, X) = 0)
es decir, para cada X™ el valor de g(X) que se le asocia es (si existe) el minimo t
tal que f(t,X) =0
Observemos que nada garantiza que exista tal valor de t , por lo que las funciones
construidas con M pueden no estar definidas para todos los valores de la n-uplas.
Veamos algunos ejemplos de funciones sobre N que solo estdn definidas para
algunos pares de valores y que pueden construidas utilizando el operador M

Ejemplo 3.3.1. La funcién cociente C(x,y) = x/y que solo estd definida si x es
muiltiplo de y
C(x,y) = M [h(t, z,y)]
donde i
ht,z,y) = [(ty)~z] + [2-(ty)]
Ejemplo 3.3.2.
La funcion logaritmo Log(x,y) = log,y que sdlo estd definida si existe t tal que
=y
Log(x,y) = M [h(t,z,y)]
donde o
ht,z,y) = [y=a'] + [2'~y]

Ejemplo 3.3.3.
La funcion raiz n-sima Rad(x,n) = /x que sdlo estd definida si existe t tal que
th ==«

Rad(xz,n) = M [h(t,z,n)]
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donde

h(t,z,n) 4 [z=t"] + [t"—z]

Agregando este operador Minimizador a los anteriores definimos inductivamente
un nuevo conjunto de funciones:

Definicion 3.3.2. Definiremos el conjunto de Funciones Recursivas de la siguien-
te manera:

a) Las funciones base definidas en 3.1.5 son Funciones Recursivas.

b) Las funciones obtenidas a partir de Funciones Recursivas aplicdndoles un niimero
finito de veces los operadores composicion, recursion y minimizador (®, Ry M )
son Funciones Recursivas.

Las notaremos: FR.

Observemos que las FRP son un subconjunto de las FR.

Podemos extender la propiedad de ser recursivos a los subconjuntos y a las rela-
ciones definidas en N&

Definicion 3.3.3.
Diremos que un subconjunto A de NE es recursivo , notaremos CR si su funcién
caracteristica x a : N§ — {0,1} es FR

Definicién 3.3.4. Dada una relacién o definida en NE diremos que es Relacion Re-
cursiva (notaremos RR) si su conjunto asociado es CR

Observacion: Todos los mecanismos que permitian obtener FRP y RRP a partir de
otras relaciones y funciones recursivas primitivas se pueden extender a las FR y RR.
Teorema 3.3.1. Sea una relacion R definida en Ni™*
Sea la funcion :

F(X) = ny(R(y, X*))
Enstonces si R € RR— f € FR

Demostracion. Como R € RR su funcién caracteristica xp,, € FR

FX) =pyRy, X*) =py (xpa(1, X) =1) = py (XD (y, X) =0)

f= M[XDﬂR]

3.3.2. Funciones de Godel

Sabemos que el conjunto de las listas finitas de nimeros de Ny es numerable.

Esto implica que su cardinalidad es la misma de Ny y por lo tanto es posible en-
contrar funciones que asocien en forma univoca un valor de Ny a cada lista finita de
numeros naturales.
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Definicién 3.3.5. Diremos que una funcion G®) es funcion de Godel si para cada una
lista finita < ag, a1, ...as > de elementos de Ny , existe un valor z (al que se le llama
niimero de Godel de la lista) que tambien notaremos z = < aq, a1, ...as > tal que:

1)
G(i,z)=a;, 1=0,1,2,...5

11)

Se cumple que < Tg, X1, Ts > < < Y0, YLy ---Yss Yst1s Yk >
con s<k, x;=vy; para 1 =0,...s
O sea que el niimero de Godel asociado a cualquier lista finita es siempre menor

que el que se le asocia al de la lista que se forma agregando nuevos elementos a
la primera.

Ejemplo 3.3.4.

a) Dada la sucesion de los niimeros primos : < 2,3,5,7,11,...... > podemos asociar
en forma univoca a cada sucesion finita de Ny

< agp,a1,...0 >

el valor
z =2% 3% .N(k)**

Como la descomposicion en factores primos es tinica esto nos garantiza poder re-
construir la sucesion original definiendo la siguiente funcion de Godel

G(i,z) = pt(~(Mult(z, Exp(t + 1, N,(1)))))

Donde Mult, Expy N, fueron definidos en los ejemplos 3.1.10, 3.1.3 iv) y 3.1.14

Observando que G(i, z) < z, aplicando el 3.1.3 se ve que esta funcion es FRP

b) Sea una funcion dupla W'y sus inversas U ,V

A cualquier sucesion finita < ag, a1, ...ap, > se le puede asociar univocamente el
niimero:

z = W(ag, W(ay,....(W(ag,0))))
Entonces tenemos la funcion de Godel:
G(i,z) =U(V'(2))

Utilizando las funciones dupla vistas en el ejemplo 3.1.15 se ve que esta funcion de
Godel también es FRP
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3.3.3. Funciones Recorrido

Definicion 3.3.6.

Sea una funcion f(y, X) y una funcion de Godel G

Llamaremos funcion recorrido de f y la notaremos f* a la funcion definida del
siguiente modo:

[y, X) = < £(0,X), f(1, X), ... f(y, X) >

Es decir a cada (y, X)) se le asocia el valor que devuelve la G sobre la y+I1-upla
Sformada por todos los valores f(t, X) con t variando de 0 a y

G(z,f*(y,X)) = f(Z7X)

Teorema 3.3.2. Siuna f e FR— f* € FR
En efecto f*(y,X) devuelve un niimero z tal que verifica la condicion de Godel
paratodoideOavy

()G, 2) = (i, X)
=0

Pero ademds es el menor niimero que cumple esa propiedad por la condicion ii) de la
definicion de 3.3.5 Luego:

Luego f* € FR

3.3.4. Relaciones Semi-recursivas

Definicion 3.3.7. Dada una relacion S definida en N’g diremos que es Relacion Semi-
recursiva, notaremos RSR, si existe una Relacion R definida en N’g“, tal que R €
RR y se cumple:

S(X)=J Ry, X)

Teorema 3.3.3.
RR C RSR

Sea R definida Nf € RR, la relacion S(y,X) = (y = 0) A R(X) definida en
N también pertenece a RR
Podemos presentar a R como:

R(X)=|JS(y,X) = RERSR

Teorema 3.3.4. Sea la S definida NIS‘H ysea T la relacién en N§ definida del siguiente
modo:
T(X) =Sz X)
z

EntoncessiS € RSR— T < RSR
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Por la definicion de RSR existen una relacion R < RR tal que:
S(z,X)EUR(y,z,X) T(X)EUUR(y,@X)
z

De donde:

Teorema 3.3.5.
Seanla Sy , So relaciones definidas en NE
Sean A(X) = 51(X) A S2(X) B(X)=51(X) v S3(X)
Entonces si S1, So € RSR—> A ,B € RSR
SiS1, So € RSR existen Ry , Ro € RR que les dan origen.

AX) =Ry, X) AN Ralz, X) = U Ru(y, X) A Ra(2, X)

B(X)=JRi(y, X) V| JRa(2, X) = | U R (v, X) V Ra(2, X)

Aplicando el teorema anterior A , B € RSR.

Teorema 3.3.6. (Este es el llamado Lema de Post)
Sea la relacion S definida en N} entonces
Sy -SsonRSR <— S €RR

<)

Inmediato del teorema 3.3.3, y de la observacion de la definicion 3.3.4

=)
S(X) = J Ry, X) -S(X) = |J Ra(y, X)
y y
Obviamente S(X)V —S(X) es verdadera para todo valor de X.

S(X)v-S(X) =Ry, X) V{JRa(y, X) =JRi(y,X) V Ra(y, X)

Sea f(X) = p y(Ri(y, X) V Ri(y, X))
La f € FR por el teorema 3.3.1
Entonces podemos ver que S(X) = R1(f(X), X)



64 CAPITULO 3. FUNCIONES RECURSIVAS

3.3.5. Tesis de Church

Existe la presuncion de que el conjunto de las FR coincide con el conjunto de las
funciones “calculables”, o seaaquellas funciones donde es posible obtener para cual-
quier conjunto de valores de su dominio, por medio de un mecanismo de célculo, el
valor de la imagen que corresponde a esos valores.

Cuando decimos “es posible” queremos indicar que existe un conjunto de instruc-
ciones, que consisten en la acritica aplicacion de reglas establecidas rigurosamente.
1

Considerar que coinciden la funciones “calculables” con las funciones recursivas
es una afirmacién conocida como la Tesis de Church

Observemos que no es posible demostrar lo que afirma la tesis de Church, dado que
vincula un concepto perfectamente definido como el de las funciones recursivas con un
concepto intuitivo como el de calculabilidad.

Sin embargo, da fuerza argumentativa a esta tesis que, en la biisqueda de otros
posibles modelos para el calculo, no se ha encontrado ningtin mecanismo que no pueda
ser representado con las FR

En los préximos capitulos veremos algunos de esos modelos.

3.4. Ejercicios
Ejercicio 3.4.1. Mostrar que para cada n € Ny, la funcién g, tal que g, (z) = n para
todo x € Ny es recursiva primitiva.
Ejercicio 3.4.2. Mostrar que las siguientes son FRP:
I. I(z,y) = zy
2. exp(x,y) = a¥
3. fac(z) = !
4. La funcién distancia, definida por

- six >
dist(v,y)=4" 0 2 0=
y—x S1tx <y

Ejercicio 3.4.3. Sea f(*+1) una FRPde orden k + 1. Definimos dos nuevas funciones
FU+1) y G(+1) de 1a siguiente manera:

F(X.y) = 3 F(XR)
k=0

G(x.y) = [ Fx.k)
k=0

donde X representa una k-upla. Mostrar que 'y G son FRP

'Eso no implica que efectivamente se pueda realizar dicho calculo por ejemplo la funcién

e n+1 sim=20
A(m,n) = A(m —1,1) sim>0,n=0
Alm—1,A(m,n—1)) sim>0,n>0

que es una variante de la Ack el valor de el resultado de A(S, 2) no se puede escribir como una secuencia de
nimeros pues su tamaflo supera el estimado para el universo.
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Ejercicio 3.4.4. Mostrar que todo subconjunto finito de N§ es un CRP

Ejercicio 3.4.5. Probar que si A, B C N} son CRP, entonces AU B, AN By —A son
CRP.

Ejercicio 3.4.6. Mostrar que todos los subconjuntos finitos de Ny son CRP
Ejercicio 3.4.7. Mostrar que el conjunto de los niimeros pares es un CRP

Ejercicio 3.4.8. Mostrar que el conjunto de los multiplos de 3 es un CRP.

Sugerencia: probar que la funcién r3 : Ny — Ny que toma un natural y devuelve el
resto que tiene en la division entera por 3 es una FRPy escribir la funcidn caracteristica
de los miiltiplos de 3 en términos de ésta.

Ejercicio 3.4.9. Mostrar que =, #, <y > son RRP
Ejercicio 3.4.10. Probar que la siguiente es una FRP:

flx) =

x + 3 siztiene resto 1 en la divisioén por 3
x! si x tiene resto 2 en la division por 3

Ejercicio 3.4.11. Probar que la relacién de divisibilidad entre naturales es una RRP

Sugerencia: Defina la familia de funciones r&l), a =1,2,...; donde rél)(n) de-

vuelve el resto de dividir n por a, y escriba la funcién caracteristica de la relacién en
términos de éstas funciones.

Ejercicio 3.4.12. Sea R C Ny x Ny una relacion recursiva primitiva. Defina la relacion
recursiva primitiva 7' C Ny x N, tal que

Y

T(xa y) = \/ R(.’L’, Z)

i=0
Es decir, T(x,y) es 1 siy sélosi (R(z,0) = 1)V (R(z,1) =1)V-- -V (R(z,y) = 1)
Ejercicio 3.4.13. Determine si el predicado

1 six es potencia de 2
espots(v) = { 0 sino g

€s recursivo primitivo.
Sugerencia: Utilice el ejercicio anterior.

Ejercicio 3.4.14. Es f una funcién recursiva primitiva?

T St x esun numero par mayor que 10
fl@)=1< 2z sizesimpar
3z en otro caso

Ejercicio 3.4.15. Demuestre que las funciones recursivas primitivas son totales.

Ejercicio 3.4.16. Sea { fi, | k € Ny} el conjunto de funciones de Ackermann. Demues-
tre las siguientes propiedades:

1. Vk € Ny : fr es FRP
2. Vk € Ny : fi es creciente
3. Vk,z € No : fr(x) >
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Capitulo 4

Funciones Recursivas de Lista

4.1. Introduccion

El modelo que veremos a continuacién fue presentado por el extraordinario 16gico
Giuseppe Jacopini en cursos que dictara en la Universidad de Roma en los afios 70.

Es un modelo poco conocido y una de las principales intenciones de este trabajo es
difundirlo, ya que por su sencillez y elegancia resulta una muy didactica aproximacion
a la problemdtica de modelizar el calculo.

4.1.1. Listas finitas

Definicion 4.1.1. Una lista es una secuencia ordenada de cero o mas elementos per-
tenecientes a los Ny.

Cuando no estamos interesados en explicitar los elementos las notaremos con le-
tras mayusculas X,Y ,Z.

Si queremos indicar que la lista tiene k elementos le agregaremos un indice: X*

Si se desea explicitar sus elementos notaremos:

[Il, T2y euny :L'k}
En particular la lista de cero elementos, la lista vacia la indicaremos: | ].

Definicion 4.1.2.

LLamaremos L al conjunto de todas las listas finitas con elementos de N

La longitud de una lista es el niimero de elementos que posee.

Para cada m € Ny notaremos con L™ el conjunto de las listas que poseen exacta-
mente m elementos.

Notaremos L=™ el conjunto de las listas que poseen al menos m elementos.

La operacion natural en L es la concatenacion

Dadas dos listas X = [x1,Z2,...;xm)Y = [Y1,Y2,...,yx] llamamos concatena-
cionde X yY lalista:

[:L‘lal‘Qa ey Ty Y1, Y2, "'7?]1@]

Es sencillo mostrar que esta es una operacion asociativa que tiene como elemento
neutro la lista vacia

67
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En algunos casos notaremos X, Y o [X, Y] para indicar la lista obtenida al
concatenar la lista X y la listaY

Tambien usaremos, para distinguir en particular algunos elementos, notaciones del
tipo a,X, b, Y o][aX, b, Y] para referirnos, por ejemplo, a la lista que se
obtiene de concatenar las listas [a], X, [b] e Y.

4.2. Funciones de listas

Podemos definir ahora las funciones de listas como funciones que van de £ a £

Las notaremos con letras mayusculas: F', G.

Observemos que las funciones numericas f : N — Ny definidas en el capitulo
anterior, se pueden considerar un acaso particular de las funciones de lista en las que el
dominio es £ y el codominio £!.

Dada una funcién de lista F' indicaremos el dominio de la funciéon como Dg

En muchos casos para indicar como opera una funcién F' sobre una lista dada no-
taremos F'(X) =Y como X £ Y o tambien X —£— Y

A continuacién, tal como hicimos para las funciones numericas, definiremos un
conjunto de funciones base y operadores que nos permitan construir recursivamente un
conjunto particular de funciones de lista.

Definicion 4.2.1 (Funciones base). En este caso nos alcanza con sélo seis funciones
base que son las siguientes:

1) Cero aizquierda
Esta funcion agrega un O en el extremo izquierdo de la lista.

La notaremos: 0;

0; :L=L  0;[x1,22,....,x5] — [0, 21, T2, ..., Tk]

X %0, X

11) Cero a derecha
Esta funcion agrega un O en el extremo derecho de la lista.

La notaremos: Oy

Og:L=L 04z, 2,..., 25 — [21, 22, ..., Tk, 0]
X % x.0

111) Borrar aizquierda

Esta funcion, cuyo dominio son las listas no vacias, borra el elemento del extremo
izquierdo de la lista.

La notaremos: L],

O; Z£>O—>£ ; [xl,xg,‘.qu] — [1’27«“71'1@]

y, X 25 X
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IV) Borrar a derecha

Esta funcion, , cuyo dominio son las listas no vacias, borra el elemento del extre-
mo derecho de la lista.

La notaremos: [

. >0
Og:L7° =L Oglz1, 22, Tr1, k] — [T1, T2y vy Tho—1]
O
X,y 2o x

V) Sucesor a izquierda

Esta funcion, , cuyo dominio son las listas no vactas, incrementa en uno el ele-
mento del extremo izquierdo de la lista.

La notaremos: S;

Si Z£>O*>£ Sz [Il,l‘Q,...,,fEk] — [(1‘1) + 179327"-71%]
X 2yt 1, X

V1) Sucesor a derecha

Esta funcion, , cuyo dominio son las listas no vacias, incrementa en uno el ele-
mento del extremo izquierdo de la lista.

La notaremos: Sy

Sy:L7° =L Sylri, w0, k] — [21, T2, .y 2 + 1]

X.yi)X,y+1

Ejemplo 4.2.1.
1.
0;13,4,9] =10,3,4,9] i 0413,4,9] = [3,4,9,0]
2.
Di [37 47 9] = [47 9] 5 Dd [37 4a 9] = [35 4]
3.

Si[3,4,9] = [4,4,9] ;54(3,4,9] = [3,4, 10]

4.2.1. Operadores

Sélo son necesarios dos operadores para la construccion recursiva del de conjunto
nuevas funciones.

Definicion 4.2.2 (Operador Composicion).
Sean F, G dos funciones de lista.

F:Drp— L G:Dg— L

A partir de las mismas decimos que construimos por composicion una nueva fun-
cion de lista H ( notaremos H = F'G)
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X € Dpg si X € Dpy F[X] € D¢, entonces H [X]| = G [F [X]]

O sea que consiste en operar primero la funcion F' y al resultado aplicarle la
funcion G

Definicion 4.2.3 (Operador Repeticién). Sea F' una funcion de lista. Diremos que a
partir de la misma se cosntruye por repeticionuna nueva funcion H, que notaremos
H = (F) definida del siguiente modo:

Sea una lista de la forma x, X,y (o sea la presentamos de modo tal de distinguir el
primero y el iltimo elemento de la lista .(observar que la parte que denominamos con
X eventualmente puede ser la lista vacia.

H = (F) opera del siguiente modo:

H=w Xl ={ % Sl

[z, X,y]) six#y

O sea (F') consiste en repetir la aplicacion de F' hasta que el primer componen-
te de la n-upla dato sea igual al iltimo. Por lo tanto X € Dy si en la sucesion
X,F[X],F[F[X]],... hay un elemento en el que primero y iiltimo elemento son igua-
les.

Veamos algunos ejemplos de la aplicacién de estos operadores:

Ejemplo 4.2.2. 1. Pasar a la izquierda

Esta funcion pasa el elemento que estd en extremo derecho de la lista al extremo
izquierdo .

La notaremos: <

Xy Sy X

Se puede ver que se construye a partir de las funciones base y los operadores
del siguiente modo:

< = Oz <Sz> g

2. Pasar a la derecha

Esta funcion, similar a la anterior, pasa el elemento que estd en extremo izquier-
do de la lista al otro extremo .

La notaremos: 1>

¥, X = X,y

Se puede construir del siguiente modo:

> = Od <Sd> ;
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3. Duplicar a izquierda

Esta funcion, que tiene como dominio las listas de al menos un elemento, duplica
el primer elemento de la lista.

La notaremos: D;

D; [x,Y] — [z,2,Y]
z,Y ELN z,z,Y
Se construye del siguiente modo:

D; = 04 <Sd> <

4. Duplicar a derecha

Similar a la anterior agrega al final de la lista una copia del iiltimo elemento de
la lista.

La notaremos: Dy

Dd [Yv £C] — [K z, (E]
Y,z D, Y, z,x
Se construye del siguiente modo:

Dd = 01 <Sl> >

5. Cambia extremos
Esta funcion intercambia los extremos de la lista.

La notaremos: <+

A [CC’va}—>[y7X7x]

<
z, Xa y—U, Xa z
Se sugiere tratar de construir esta funcion y luego controlar con la propuesta
que sigue:
=00, <0; (S>> S <<)dy0;

A partir de las seis funciones base y los dos operadores construiremos en forma
inductiva el conjunto de las Frunciones Recursivas de Lista

Definicion 4.2.4.

Definiremos el conjunto de Funciones Recursivas de Lista de la siguiente manera:

a) Las funciones base definidas en 4.2.1 son Funciones Recursivas de Lista.
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b) Las funciones obtenidas a partir de Funciones Recursivas de Lista aplicdndoles un
nimero finito de las operaciones de composicion y repeticion definidas en 4.2.2 y
4.2.3 son Funciones Recursivas de Lista

Las notaremos FRL.

En particular todas las funciones vistas en el ejemplo anterior son FRL

Podriamos, tal como lo hicimos con las FR ir mostrando diversos cdlculos que
pueden ser representados por las FRL

Pero, es mas conveniente mostrar directamente que las FRL son, al menos, tan
poderosas como las FR para representar procedimientos de cdlculo.

4.2.2. El poder de calculo de las FRL

Teorema 4.2.1.

Para toda funcién f* € FR existe una funcién en FRL , que notaremos F 't tal
que:

Dada la lista X* que estd en el dominio de f y cualquier lista Y

Fi[X,Y]— f(X), X, Y X,Y €Dp, — X €Dy

X, Y 25 f(X), X, Y

Diremos que Fy “representa ” a f

Mostraremos este teorema en forma inductiva.

Lema 4.2.1.

Las funciones base de las FR son representadas por FRL

k

1. Las funciones cero c” son, para cualquier k, representadas por F. = 0; En

efecto:

X, Y50, X, Y

2. Las proyecciones p(-")

., son representadas por I, que se construye de la siguien-
te manera :

E, =pb>...D; <9<,
N—_—— N—————

i-1veces i-1veces

Observar que estos representantes para las proyecciones p(n)

,  solo dependen del
valor de i .

3. El sucesor es representado por Fs = D; S;

Luego todas las funciones base de FR se pueden representar con FRL
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Lema 4.2.2. La composicion de funciones que tienen representacion en FRL, tiene
representacion en FRL

Sea la funcion numérica f) y una familia de n funciones numéricas de orden k ,
k . .
{gz( ) i, tales que tienen representacion en FRL : Fyp, Fy Iy, , ..., F, entonces

h=¢(ﬂmg¥%£mww%@)

tiene representacion en FRL
Se puede ver que :

F, =F,p> F,> ... F,<<.. Frp> 0 0...Q
n - 1 veces nveces
En efecto:

Fo Fp> ... F, <<...
XaY ¥ - o gl(X)7 gQ(X)vgﬂ(X)ava

gl(X)vg2(X)7'“gn(X)vaY !

f(X), XY

Lema 4.2.3. La funcion construida por recursion de funciones numéricas que tienen
representacion en las FRL tiene representacion en las FRL

Sean las funciones numéricas ¢*) y h**2) tales que existen F, g Y I que las re-
presentan en las FRL entonces f*+1) = R(g(k’), h(k+2)) es representable en FRL

Se puede mostrar que :

Fr =b F,0,( oot F> 08 < ) 0 &<
Veamos los pasos:

v, XY > 1y O

07 g(X)7 X7 K Yy

Si y = 0 entonces, por ser iguales los extremos no se aplica la funcion entre () y
directamente se pasa a la parte que sigue:

O, <
0, g(X), X, Y, 0 A 9(X), 0, X, Y

Si no son iguales los extremos se aplica la repeticion de la la funcion del operador

0

> FR> 05 <<
tf(t,X), X,Y,y R b

t+17 f(t+1’X)a Xa K Yy

Esto se repite hasta que los extremos sean iguales:

0, &<
y, f(y, X), X, Y, y : fw.X), y, X, Y
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Lema 4.2.4.

La funcion numérica que se obtiene por minimizacion de una funcion representable
en FRL tiene representacion en FRL.

Sea g\"*tY) que tiene representacion Fy en FRL, entonces f () = M [g] es repre-
sentable.

Se puede verificar que:

Fy = 0, F,04 (0; S; F, ) 0; Oy

0; F, 0
X, Y = g d

9(0,X), 0, X, Y, 0

Si (0, X) = 00 es el valor buscado, no se aplica la parte entre () y queda:

9(0,X),0, X, Y, 0 = 0, X, Y = f(X),X, Y

Si no son iguales los extremos se repite la funcion entre () hasta que esto suceda:

0; S, F,

g(th)v t, Xv}/aO: g(t+1)7t+17 XvKO

Repito hasta que g(k, X) sea igual a 0

0, O
g(k, X), k, X, Y, 0 = d k,X,Y = f(X),X,Y

Como por definicion las FR se construyen a partir de las funciones base aplicando
los operadores ® , Ry M , de los lemas vistos se concluye que toda FR tiene una
repesentacion en las FRL

Es entonces que podemos afirmar que las FRL son un modelo del cdlculo tan
poderoso como el de las FR.

Observando que, adicionalmente, esta representacion tiene la caracteristica de
conservar los datos, posemoa llegar a pensar que tal vez las FRL sean mas poten-
tes como modelo, permitiendo representar cdlculos que no pueden representar las FR
(rebatiendo la tesis de Church). En el proximo capitulo veremos que eso no sucede.

4.3. Ejercicios

Ejercicio 4.3.1. Calcular.

(@) 5454540404 (3,4, 5]

(b) >»<[1,2,3,4,5]

(© (C.0:)[1,3,5,7,9,2,3,7,5,11,13]
(d) (Sa) Oa[5, X]

(e) (> 04 < 84)Oq 4, X]
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(B (Si + Sa) [1, X, 1]
(g) <Sdsd> Od [47 37 23 1]
(h) < ;04 <\> Sgq < Sd> Oy > [2, 3,10, 11}

Construir en cada caso, a partir de las funciones elementales, la composicion y la repe-
ticion, una funcién f tal que

(@) f[X]=[7X]

®) flz,Y]=[z+5,Y]

© flz,Y]=[z,2,Y]

d flz,Y]=[z,z,2,Y]

© fla,Y,2] = [z,2,Y]

® flo,Y]=[z,z+1,2+2Y]
@ fle.y, 2 W= lzy,2 W]

Ejercicio 4.3.2. Sea f = (5,5,5;) O; Cudles de las siguientes listas pertenecen al
dominio de f?:

0 [1,2,3]
(1) ]
(1) (3]
(1) [5]
) [6,5,4,3,2,1]
vD [1,2,3,4,5,6]
Exprese por comprensién el conjunto dom(f).
Ejercicio 4.3.3. Cual es el dominio de las siguientes funciones de listas?
1. S;040;5;
2. Sa040;
Sq:0:0,0,40;
SaSa) Oq
Si) 0,04
Si) S;0,04
S404) S;8;:5:5;0;

> w

(
5. (
6. (
7. ¢

Ejercicio 4.3.4. Definir las siguientes funciones de listas. En cada caso, explicite el
dominio.

(@) 7lz,y,Z] = [z.y, Z]
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®) flr,y, 2] = [2¥,2,y, Z]

(c) potx,Y] = [1 + 2z + 22, Y}. Observacién: Asumiremos z¥ = 1 para el caso
r=y=0
[E Y] si x es par
= 27
@ g[zY] { indefinida  en caso contrario

Ejercicio 4.3.5. Dé una expresion para las siguientes funciones de listas:

1.
pred : {[z,Y]eLlZ'|z>1} — L
[,Y] — pred[z,Y]=[z—-1,Y]

resta : {[x,y,Z]€ L2 |z >y} — L
[IvyaZ] = resta[x,y,Z]:[:c—%Z]

Ejercicio 4.3.6. Defina funciones de listas cuyos dominios sean los siguientes:
(@) £>*
(b) {[xl,mg, ey ] € LZ2 | 2p = O}
(c) {[xl,...,zn} €L |1y :xn—l-l}
(d) {[xl,xg, ey Ty € L3 | 1y + 39 = a:n}
Ejercicio 4.3.7. Construya, en cada caso, una funcién f tal que
O fl=,Y]=][0,1,2,...,2,Y]
(1 flz,Y]= [a:?’,Y]

) flz,y, Z)={Z,y,y,...,y)
—_—

X veces

) fl,y, 2] = (= +v)*, 7]
) fla,b,e,n, X] = [a™,b", ", a,b,c,n, X]
v flz,Y]=1+2+ - +2,X]
Ejercicio 4.3.8. Defina una funcién de listas f tal que

[ la,b,¢, X] siab=1+2---+c¢
Slabye, X] = { indefinida en otro caso



Capitulo 5

Maquina de Turing

5.1. Introduccion

En este capitulo veremos un camino diferente para encontrar una modelizacién del
célculo. .

La idea base es suponer que todo célculo puede ser realizado “mecanicamente
por un autémata que aplica rigurosa y acriticamente un conjunto de reglas ante deter-
minadas situaciones y fue desarrollada por el genial 16gico Alan Turing.

5.2. Descripcion de la Maquina de Turing

Existen diversas descripciones, todas en esencia equivalentes, del autémata creado
por Turing, al que notaremos genéricamente MT

La informacioén que procesa esta mdquina ideal se encuentra en una cinta dividida
en casillas en las que hay simbolos de un alfabeto finito:

A ={s0,81,82,...5n}

Este alfabeto tiene al menos dos simbolos.

Uno de tales simbolos, que notaremos con sy se usa para indicar que la casilla
estd vacia. A veces utilizaremos el nombre “blanco” para referirnos al mismo, y tam-
bién lo notaremos con [

La cinta se considera infinita, pero se conviene que s6lo un conjunto finito de casi-
llas tienen, al iniciar el proceso, simbolos diferentes de sg (es decir no estdn vacias).

La MT en cada momento se considera que estd “observando ” o “leyendo” una
casilla (se puede pensar en un visor que se desliza por la cinta) y se encuentra en un
“estado” ¢; que pertenece a un conjunto finito de estados Q).

Q = {QO7qlaq2a" qm}

El conjunto de estados tiene siempre, al menos, dos estados: uno llamado “estado ini-
cial”. que es en el que se encuentra la MT al comenzar el cdlculo (por convencién lo
codificaremos con ¢q;) y otro llamado “estado final” (convenimos en codificarlo ¢g) en
el cual la maquina se detiene y da por terminado el calculo.

71
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Dependiendo del estado en que se encuentra (supongamos ¢,.) y del simbolo que
esta en la casilla observada (supongamos s;) la MT realiza consecutivamente tres ope-
raciones:

a) Simbolo: Sustituye el simbolo observado s; por otro pertenenciente al alfabeto A.
(eventualmente puede ser el mismo simbolo)

b) Movimiento: Se mueve a la celda derecha o a la celda izquierda o permanece en la
misma celda. (notaremos d, i, n las tres alternativas)

c) Estado : Sustituye el estado en que se encuentra g, por otro pertenenciente al con-
junto de estados @).(eventualmente puede ser el mismo estado)

Partiendo de una configuracién dada de la cinta (que llamamos : configuracion ini-
cial) y del estado inicial ( q;), se repiten los pasos vistos hasta que la MT alcanza el que
llamamos “estado final”(qg) y se detiene. (lo que no siempre sucede necesariamente).

Si se llega al estado qo, la configuracién de la cinta en ese estado (se le llama
configuracion final) es el reultado del célculo.

Por lo tanto una MT queda totalmente determinada por su alfabeto, sus estados y
una funcién que le indica que hacer en cada momento a partir del estado en que se
encuentra y el simbolo que esta observando.

fram AXxQ—{q} — AXxQxM

Donde con A representamos el alfabeto, QQ — {qo} los estados distintos del final y
M es el conjunto de los posibles movimientos M = {d,i,n}

Esta funcién, de dominio finito, puede ser representada por una tabla de (n + 1)
filas correspondientes a cada uno de los elementos del alfabeto y m columnas corres-
pondientes a los estados q; a ¢y, -

En cada una de las casillas ¢, j , asociadas al simbolo s; del alfabeto y al estado g;
aparecerd una terna s,,, mg, ¢, que indicard respectivamente el simbolo a escribir, el
movimiento a ejecutar y el estado sucesivo que corresponda.

La primera columna de la tabla (correspondiente al estado g;) es la del estado en
que se encuentra la maquina en el momento de comenzar a trabajar.

Ejemplo 5.2.1. Tomando como alfabeto A = {{J,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

La mdquina que tiene esta tabla

q1 q2
O Daiaq2 1an>q0
0] 0,d,q1 | 1,n,qo
1 1ada q1 2an7q0
21 2,d,q1|3,n,q0
3 3a da q1 41 n, qo
41 4,d,q1 | 5,n,qo
5 5,d, q1 6,71,(]0
6| 6,d,q1|7,mn,q
71 7,.d,q1 | 8n,q0
81 8,d,q1|9,m,qo
919,d,q1| 0,4,
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Si en la configuracion inicial en la cinta hay escrito un nimero (base 10) y la
casilla observada es el primer digito , al final del proceso en la cinta aparece el numero
siguiente.

Ejemplo 5.2.2. Tomando como alfabeto A = {{J, e}
La mdquina que tiene esta tabla

q1 q2 q3 q4 qs5

0 D?”vqo Dada q3 °7i7Q4 D7iaq5 .ada q1

hd Dada q2 .7d7 q2 .ada q3 '7i7Q4 .7i7qv5

’

En el estado inicial en la cinta hay escrito una cantidad de “e® "y la casilla obser-
vada es la del primer e, al final quedan dos grupos iguales al inicial separados por un
blanco.

5.3. Composicion de Maquinas de Turing

Dadas dos maquinas M; y M,, ambas con el mismo alfabeto, llamamos compo-
sicion de M; con M, ( Notamos: M; M, ) a la mdquina que realiza la operacién
equivalente a aplicar primero la maquina M7 y al resultado aplicar la Ms.

Es sencillo construir, a partir de las tablas de las maqunas M; y M5 la tabla de la
My Ms.

Para ello se adjunta inmediatamente a la tabla de M7, la tabla de M5 cambiando los
nombres de los estados para que no se confundan ( por ej. denominando cada estado g;
de M5 , qi/) y reemplazando en la tabla de la M; cada aparicién del estado final (qo)
con el inicial de la maquina M5 , (qll).

q1 | 92 | 43 g4 q1 | 42 | g3 q1 | 92 | 493 |94 |41 |92 |43
S0 | .- . S0 | .- S0 .
S1 --qo . S1 S1 | g1 .
S9 --qo S92 S9 q1
M, My M, My

5.4. Diagramas de composicion

Veamos una forma mas general de componer maquinas. En este caso ante el es-
tado final de una méquina se toma en consideracién el simbolo observado, y, de-
pendiendo del mismo, se la conecta con el estado inicial de una determinada maqui-
na.(eventualmente la misma)
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Esto se diagrama con una flecha, marcada con el simbolo que parte de la maquina
que ha terminado hacia la que continua con el proceso. Si no se etiqueta la flecha de
salida implica que en todos los casos se pasa al estado inicial de la maquina a la que
apunta la flecha.

Supongamos varias maquinas: M1,Ms, M3,M,,Ms, todas sobre el mismo alfabeto
(en este ejemplo [so, 1, S2] ).

(2 My —25 M, Mz —2> M,
= .
s1
Ms

Este diagrama indica que si M; alcanza el estado ¢qg, observando el simbolo so
vuelve a su estado ¢, si termina con sy va al estado q; de M> y si finaliza con s; al
estado ¢q; de M.

La tabla de 1la maquina compuesta se construird renombrando los estados de cada
maquina para evitar coincidencias, agrupando las tablas de las mdquinas y en cada tabla
donde aparece el estado gy, reemplazandolo, si fuera necesario, de acuerdo al simbolo
del alfabeto, con el estado ¢;7 de la maquina j que le corresponde.

5.5. Maquinas elementales

Se puede mostrar que con un alfabeto de dos simbolos podemos codificar cualquier
alfabeto finito. Por lo tanto,de ahora en adelante, salvo aclaracién, trabajaremos con
MT que tendrdn como alfabeto A = {{J, e}.

Consideremos las siguientes cinco maquinas elementales:

1. Méaquina “Mueve a derecha” (la notaremos: d)

q1
O Dvd, qo
L .7d7 qo

2. Méquina “Mueve a izquierda” (la notaremos: i)

q1

U Daiqu

i .aiaqo
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3. Miéquina “Blanco” (la notaremos: [J)

q1
O 0,n,q
e | Ln,qo
4. Méquina “Punto” (la notaremos: e)
q1
U | e,n,qo
[ ) ., ’I’L7 qO
5. Méquina “Nada” (la notaremos: n)
q1
O 0,n,q
[ ] ., ’I’L7 qo

Las dos primeras se mueven a la derecha o a la izquierda sin modificar el contenido
de la celda observada. Las otras dos sustituyen el contenido de la celda observada in-
condicionalmente por el simbolo de su nombre. Finalmente la dltima, como su nombre
lo indica, no hace nada.

A partir de estas miquinas elementales se puede construir cualquier MT sobre el
alfabeto dado.

Ejemplo 5.5.1. Sea DV la mdquina que avnza por la cinta hacia la derecha hasta
que encuentra el primer [ Se puede componer de la siguiente manera:

of\d—D>n

A
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Analogamente podemos definir 1°, una mdquina que avanza hacia a la izquierda
hasta encontrar el primer o, por medio del siguiente diagrama:

DCi%n

La mdquina D®5 que avanza hacia la derecha hasta que encuentra dos casillas
vacias es la siguiente:

En forma similar podemos definir las maquinas I5 , I* 5, etc.

5.6. Poder de calculo de las MT

Mostraremos que el poder de calculo de las MT es, al menos tan poderoso, como
el de las FR.

Para ello, como elemento previo debemos demostrar la existencia de una particular
MT que llamaremos la maquina Z

5.6.1. LaMaquina Z

La maquina Z es una MT que realiza la siguiente tarea:

Como dato de entrada se le debe presentar un conjunto de al menos dos grupos de
e separados por un solo [J, con todo el resto de la cinta en blanco.

La mdquina Z parte en la primera celda vacia que esta a la izquierda del primer
grupo.

La configuracion final de la cinta es la misma que la inicial, pero la celda observada
difiere de acuerdo a lo siguiente:

Si el primer grupo de e tiene el mismo nimero de elementos que el dltimo grupo
entonces la casilla en que se para la maquina es la misma en la que partié (queda en la
primera vacia a la izquierda).

Si los grupos primero y tltimo no tienen el mismo nimero de elementos, entonces
la casilla en la que se detiene la maquina serd la primera del primer grupo (es decir la
del primer o )

Ejemplo 5.6.1. Cinta inicial

Zz

OO0 |e|e|je|[d|le|e|[d|e|d|e|e|[d|e|e ||
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Cinta final

0|0 e|e|e|[d|e|e|l|le|[|le|e|1|le|e ||

Cinta final

0|0 |e|e|d|e|e|e|[l|le|[J|e|e|[d|e|e||[]

Se deja como ejercicio la construccidn de esta maquina. Se recomienda fuertemente
tratar de construir su diagrama. Un camino posible es emplear una adaptacién de la
madaquina que duplica vista en el ejemplo 5.2.2 para duplicar el primer y ultimo grupo.
Y luego ir borrando uno de cada uno de los grupos para verificar si tienen o0 no la misma
cantidad.

5.6.2. Representacion de las funciones recursivas de lista

Mostraremos que dada una funcién recursiva de lista (FRL) existe una MT, con el
alfabeto A = {[J, e} que tiene el mismo poder de célculo.

Para ello debemos primero encontrar una manera de representar las listas de nime-
ros en la cinta de la maquina.

No nos queda mas camino que emplear un sistema unario, asociando al nimero n
la cantidad de n + 1 casillas con el simbolo e. (eso nos permite representar el valor 0 )

Para representar una lista de numeros usaremos grupos de e separados por un blan-
co.

Por ejemplo la lista

(2,0,5,1]

se escribird en la cinta de la maquina del siguiente modo:

Old|e|e|le|[d|e|[J|e|e|e|e|e|e|[1|e|e ||

Notaremos la representacion de una lista X de elementos pertenecientes a Ny en la
cinta de una MT con << X >>.
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Diremos que dada una funcién de lista F', una maquina de Turing, que notaremos
MF, la representa si dada cualquier lista X que pertenezca al dominio de F', la M
tomando como configuracién inicial << X >>, observando la primera casilla vacia
antes del primer elemento de la lista(si es la lista vacia, en cualquier lugar) en su estado
inicial, luego de procesarla llega a la configuracion final

<< F(X) >>
, observando la primera casilla libre anterior a dicha configuracén.

Teorema 5.6.1. Para toda FF €  FRL, existe siempre una Mp €  MT que la
representa.

Para demostrarlo usaremos un camino similar al que utilizamos para mostrar que
toda FR era representada por una funcion recursiva de lista apelando esta vez a la
construccion recursiva del conjunto FRL

1) Las funciones base 0;, 04, O;, (g,8;,8q4 son representadas por mdquinas de Tu-
ring.

En efecto veamos los diagramas de las mdquinas que representan a cada una de
ellas:

a) Cero a izquierda

b) Cero a derecha

My, =D" 5 o F5 ¢
c) Blanco a izquierda
n
J
My = D®*——[0O——=d
k3 ‘._._,./
d) Blanco a derecha
. . O
Mg, = DU i O—i J S .|

e) Sucesor a izquierda
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f) Sucesor a derecha

M, =D B 1°d ¢1® B 4
11) Composicion

Dadas dos funciones de lista F'y G que son representadas por MT , M y Mg
es inmediato que existe una MT (Mg ) que representa a la composicion GF..

En efecto Mg es directamente la composicion Mp Mg

II1) Repeticion

Finalmente, dada una funcion de lista F' que es representada por una MT (M)
existe una MT que representa a la funcion (F')

Se demuestra empleando la mdquina Z que vimos en 5.6.1

1=
T%
MFp

Esta mdquina aplica M mientras los extremos de la lista son distintos.

Luego, hemos mostrado que cualquiera sea la FRL existe una MT que la representa.

Esto implica que como modelo de calculo las MT son, al menos, tan poderosas
como las FRL.

Turing afirmaba que cualquiera sea el cdlculo, existe una MT que lo puede realizar.
Esto es conocido como la Tesis de Turing.

Como habiamos visto que las FRL eran, al menos, tan poderosas como las FR
aparentemente hemos llegado a un modelo que supera a las FR

Si utilizamos el simbolo < para establecer una jerarquia respecto a la capacidad de
modelizar el calculo entre los modelos que hemos visto, hasta ahora podemos poner :

FR < FRL < MT

Pero, como mostraremos a continuacidn, existe un modo de representar cualquier
MT con una funcién de FR .

5.7. Representacion de MT por FR

Dada una M que pertenece a MT diremos que una funcién numérica , Fyy, la
representa, si codificando de algun modo en forma numérica las configuraciones de la
cinta, la Fj; asocia al niimero de cada configuracion inicial que puede procesar M, el
nimero de la configuracién final (es decir realiza el mismo célculo que la maquina)

Teorema 5.7.1. Para toda MT existe siempre una funcion recursiva, que la represen-
ta.
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Demostraremos, en principio, el teorema para las MT que tienen un alfabeto de
diéz simbolos (sg, s1, S2,...,59 )y p + 1 estados.

En cada momento la situacién de una dada MT estd completamente definida por
los datos que contiene la cinta, la casilla observada y el estado ¢, en que se encuentra

Veamos la forma de representar estos datos con un nimero.

Consideramos la cinta dividida en tres partes: la celda observada, y las zonas que

se encuentran a izquierda y derecha de esta celda.
Supongamos una configuacién como la siguiente:

Ob

L.S0 | So | So| S5 | S3 | S8 | S4 | S2 S3 S1 [ S7 1S9 |S2|So|So| So | So | So

S0--.-

Podemos asociar a cada simbolo del alfabeto su subindice (en este caso los digitos
del 0 al 9).
En nuestro ejemplo :

Ob

Asociamos a la parte izquierda de la cinta el nimero que tiene como cifras deci-
males los indices de los simbolos contenidos en las casillas a la izquierda de la casilla
observada, teniendo en cuenta que no consideramos los ceros a la izquierda. Llamamos
a este numero C;

En nuestro ejemplo serd C; = 53842

A la casilla observada le asociamos como ndmero, el indice del simbolo que con-
tiene. Notamos ese numero Ob.

En nuestro ejemplo serd Ob = 3

Finalmente asociamos a la parte derecha de la cinta el nimero que forman los
subindices de los simbolos que contienen pero leyendo de derecha a izquierda. Con
lo que los que son los infinitos “ceros a la derecha” los que no cuentan en este caso.
Notaremos ese nimero como Cy

En nuestro ejemplo serd Cy = 2971

Por lo tanto los valores: C;, Ob, Cy y el nimero del estado (un valor entre 1y p que
notaremos: €) describen la situacion de la cinta en cada momento.

Asociemos a estos cuatro valores un nimero de Godel (visto en 3.3.5) que llama-
remos N
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N =<C;,0b,Cq,e >

Aplicando una funcién G como la vista en 3.3.4 se puede reconstruir:

C;=G(0,N) Ob=G(1,N) Cy=G(2,N) e=G(3,N)

A partir del estado en que se encuentra y del valor observado la maquina realiza lo

. . ., ’ ’ ’ ’

que le indica su tabla y alcanza una nueva configuracién y estado, C; ,0b ,Cy ,e , al
. s .. ’
que podemos asociar un nuevo nimero de Godel que llamaremos N .

., /
Queremos ver cual es la naturaleza de la funcién, que vade N a N

A partir del valor observado y el estado en la tabla se obtienen tres datos: el simbolo
que sutituye al observado (sea Sy, - le asociamos el valor k-), el nuevo estado ( sea gy -
le asociamos el valor f) y el movimiento a realizar (d, i, n).

Asociamos el valor 1 al movimiento hacia derecha, el valor 2 al movimiento a la
izquierda y el valor 3 al no-movimiento. Llamamos m al valor del movimiento.
Los valores k, f y m estan determinados univocamente por la tabla de la maquina.

Podemos pensar esta Tabla como tres funciones S(2), E(?) y M(?) definidas para
los valores 0..,9 de los simbolos y para los valores 1...p de los estados.

Estas funciones las podemos extender para todo N3, del modo siguiente:

S(i,j) = E(i,j) = M(i,j) = Oparatodoi >0 oparatodoj >p

(p es el nimero de estados).
Se observa que las funciones S(?), E(2) y M(2) son FRP ya que son distintas de
cero solamente en un conjunto finito de su dominio.

Veamos ahora en que modo se modifican los valores que describen la situacion de
la MT cuando se realiza un movimiento hacia la derecha y se sustituye el simbolo
observado con S(Ob, e).

Se puede ver que los nuevos valores que asociamos a las partes izquierda y derecha
la cinta, al valor observado y al nuevo estado son :

C; =10.C; + S(Ob, e)
Cd = Q(Cq,10)
Ob = Mod(Cy, 10)
¢ = E(Ob,e)

Donde S'y E son las funciones de la tabla y () y Mod son las funciones definidas
en los ejemplos 3.1.12 'y 3.1.16

Si, en el ejemplo visto, el valor que sustituye al 3 es 7 y el movimiento es hacia la
derecha:
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Ob
So | So | S0 | S5 | 83| S8 |S4|S2|S7 | S1|87|S9|S2]|S0|So|So|So|So| S0

C; = 53842210 4 7 = 538427
Cy = Q(2971,10) = 297
Ob = Mod(2971,10) = 1
¢ = E(Ob,e)
Si el movimiento es hacia la izquierda:

Ci = Q(C;,10)

C4 = Cyz10+ S(Ob,e)
Ob' = Mod(C;, 10)
¢ = E(Ob,e)
y si no se mueve: ,

C; =G
Cqi =Cy

Ob = 5(0b,e)

¢ = E(Ob,e)

’
Veamos ahora como calculamos el valor de N en cada caso:

. . . . ’ !
Si el movimiento es hacia la derecha(llamaremos al nimero N )

Ng=<C/,0b,C4 ¢ >=<10.C; + S(0b,e), Mod(Cy, 10), Q(C4, 10), E(Ob, ¢) >

N’y =<10.G(0,N) + S(G(1,N),G(3,N)), Mod(G(2,N), 10), Q(G(2, N), 10), E(G(L, N), G(3, N)) >

N,

. . . . . . ’ !
Si el movimiento es hacia la izquierda (Ilamaremos al nimero N ;)

= < Q(G(0,N),10), Mod(G(0,N),10),10.G(2,N) + S(G(1,N),G(3,N)), E(G(1,N),G(3,N)) >

. , /
Si no se mueve (llamaremos al nimero N ,,)

N/n =< G(O’N)vS(G(LN)»G('?’»N))vG(27N)7E(G(17N)1G(31N)) >



5.8. TESIS DE CHURCH-TURING 89

Para contemplar las tres posibilidades basta usar el valor del movimiento para anu-
lar los casos que no nos interesan:

N' = N'g((m=2)(m=3)/2)+N a((m=1)(m=3)/(=1))+N n((m—1)(m—2)/2)

Vimos que NV "o N'; y N ", son valores que dependen sélo del valor de N y de la
tabla de la MT.

Como m = M(Ob,e) = M(G(1,N),G(3,N)) , el valor N se puede obtener
como resultado de aplicar una funcién que llamaremos F; al valor N (ademas esta
funcién es FRP )

Podemos, a partir de una configuracion inicial de la cinta que llamaremos C, ob-
tener el nimero de Godel que corresponde al estado inicial. Lo llamaremos Ny

Nl =< Ci170b170d171 >

Al aplicar la funcién F); repetidas veces en el paso ¢ el valor que indica la situacién
de la MT seré:

Ny = Fa'(INy)

Si en algiin momento llegamos al estado gy hemos completado el calculo.

El nimero de pasos necesarios para llegar a la configuracion final (si eso es posible)
lo llamamos t.

El valor de ¢ (si existe) es el minimo valor de ¢ tal que G(Fas"(N1),3) = 0

O sea que encontramos ¢ ; aplicando el minimizador a la G(Fas"(N), 3)

Se trata de una FR .

Para ese valor de ¢y encontramos la configuracién final de la cinta, C'y

Cp; = G(Fur'! (N1),0)

Cry= G(En" (N),2)
Oby, = G(Fa' (M), 1)

Luego hemos mostrado que dada una MT existe una FR capaz de realizar el mismo
célculo.

(La condicién de que el alfabeto tenga diez valores no es ninguna limitacién. En el
caso de un alfabeto de k elementos basta tomar el sittema numérico de base k . El valor
10 de las férmulas sigue valiendo pues en cada caso es la forma de expresar el valor de
la base)

5.8. Tesis de Church-Turing

Con lo demostrado en el teorema anterior la jerarquia respecto a la capacidad de
modelizar el célculo entre los modelos vistos queda :

FR < FRL < MT < FR

Con lo que se muestra que todos los modelos vistos son equivalentes.
En el desarrollo de otros modelos (por ejemplo : lenguajes de programacion, légica
combinatoria, A cdlculo, maquinas de Turing con varias cintas ) no se ha conseguido
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superar los vistos, por lo que se fortalece la tesis, que ahora llamaremos de Church-
Turing de que todo proceso algoritmico puede ser representado en los modelos vistos.

Que el convencimiento sea generalizado entre l6gicos y matematicos no significa
que se tenga la certeza ya que estos conceptos no se definen por sufragio universal. (se
invita al lector a seguir buscando alternativas).

5.9. Los limites del calculo

Veremos que existen funciones naturales que no son calculables.

Nos basta con mostrar que hay funciones naturales que no son FR

Observemos que por definicion, cada FR estd identificada con una férmula, la cual
combina funciones bésicas y operadores.

El conjunto de simbolos que representan las funciones base y los operadores es
numerable.

Las combinaciones finitas de estos simbolos tomados de un conjunto numerable
forman un conjunto numerable.

No cualquier combinacion finita de simbolos representa a una FR.

Por lo tanto, la cardinalidad de las FR es menor o igual que la de los conjuntos
finitos de simbolos. Dado que las FR son no-finitas, la cardinalidad de las FR es X.

Calculemos ahora la cardinalidad de las funciones naturales. Es facil ver que las
funciones cuyo conjunto recorrido es el {0, 1} conforman un subconjunto propio de las
funciones naturales. Estas funciones son las conocidas como funciones caracteristicas,
las cuales tienen una correspondencia biunivoca con el conjunto de partes de N.

Pero la cardinalidad de partes de N es X;. Luego, la cardinalidad de las funciones
caracteristicas es N;.

Al ser el conjunto de las funciones caracteristicas un subconjunto propio de las
funciones naturales, podemos concluir que estas tltimas tienen, al menos, cardinalidad
N;.

Por lo tanto, existen funciones naturales que no son funciones recursivas.

Aunque hemos utilizdo las FR esta demostracién es independiente de la Tesis
Church-Turing. Aun cuando se descubra que esa tesis no es vilida, el concepto de
algoritmo como conjunto finito de instrucciones sigue teniendo la misma limitacién.
Hoy que estamos acostumbrados a la digitalizacion podemos pensar cualquier conjun-
to de instrucciones, escrito o contado en cualquier idioma, o mostrado en una completa
y detallada filmacién, soportada en un enorme niimero binario. Dado que conjunto de
esos numeros tiene cardinalidad numerable, podemos mantener que existen funciones
naturales que no son calculables independientemente del modelo.

5.10. El problema de la parada

Sabemos que hay funciones que no son calculables, mas aun, mostramos que hay un
orden de infinitud que las separa de las calculables, pero no hemos mostrado ninguna.

Pero resultarfa muy interesante encontrar una funcién, de la que se pueda describir
que es lo que hace, y mostrar que no podemos calcular.

Turing, nos presenta una funcién de ese tipo en el llamado: “problema de la parada”
(halting problem).
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Notemos que, dependiendo de cada MT, no siempre ante una configuracién incial
se llega a una configuracién final.

Por ejemplo la maquina D*® ®, con una cinta inicial que no tenga dos e seguidos, no
se detendra nunca.

Labase de la idea es si se puede calcular, para cualquier MT y configuracion inicial
dadas, si la maquina llega a un resultado final o no se detiene nunca. Observemos que
no nos preguntamos sobre el resultado, sino si se detiene o no. Para casos particulares
podemos saber lo que sucede sin necesidad de realizar el cdlculo.

La pregunta es si existe un método para contestar esta pregunta ante cualquier caso.

(Observemos que no sirve como técnica el poner a trabajar la maquina, pues, no
sabemos si terminara o no)

Acotaremos el problema limitandonos a todas las posibles MT que reciban como
dato de entrada un nimero.

A cada una de esas MT se le puede asociar un ndmero natural que podemos calcu-
lar.

Las maneras como podemos hacer esto son diversas, pero apelaremos a una consi-
deraciéon muy sencilla:

Imaginemos que escribimos la tabla de la mdquina con un procesador de texto
cualquiera. El archivo donde guardamos esa informacidn sera una larga fila de ceros y
unos. Podemos asociar ahora a cada maquina el nimero ternario que se forma poniendo
el ndmero dos delante de dicha lista de digitos.

Dada una mduina de Turing M, llamaremos : [N, al nimero que asociamos a dicha
maquina.

Turing planteé la siguiente funcién:

Dado un nimero natural cualquiera nos fijamos si representa una MT de acuerdo a
nuestro método (la posibilidad, bajisima, que ese nimero, presentado en forma ternaria
sea un 2 seguido de una lista de ceros y unos, y, que ademas, esa lista sea la de un
archivo que corresponda a la tabla de una MT.).

Si esto no sucede asociamos a este nimero el valor cero.

Si nos encontramos ante una MT, digamos M}, , podemos pensar en procesar con
esta maquina su propio nimero.

Asociamos un 1 al nimero si la maquina M}, termina el calculo tomando como
dato inicial su nimero Ny,

En caso de que la maquina no termine, asociamos el 2 al nimero inicial.

Hemos definido una funcién g que va de los naturales a los naturales.

Turing muestra que esta funcién no es calculable de la siguiente manera:

Si g fuese calculable existirfa una maquina de Turing, M, que realizaria el cdlculo
de dicha funcién.

Esto es, ante cualquier maquina de Turing M, dado el niimero asociado Ny, nues-
tra maquina tomaria como dato inicial dicho nimero N, y terminaria su trabajo mos-
trando un 1 si la maquina M termina cuando procesa el valor N, como valor inicial,
o un 2 en caso de que esto no suceda.

Si esa maquina existe podemos construir, sencillamente, una maquina que llamare-
mos Y de la siguiente manera:
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n

/
Y:Mgﬁds

Pero esta maquina Y tendrd asociado un nimero Ny .

La pregunta es que sucede si esta maquina Y procesa su propio nimero .

Si aplicamos al nimero Ny la, que suponemos existe, mdquina, M, nos dard como
resultado un 1 si la miquina Y termina con un resultado al procesar Ny .

Pero, si aplicamos directamente la maquina Y a su nimero Ny, como composicién
de dos maquinas primero , procesa M, y termina con un 1 , esta rama va a un ciclo
infinito de moverse hacia la derecha... no termina.

Si el resultado para la M, es que Y no se detiene al procesar el Ny , observemos
que en este caso la maquina termina...

Este resultado contradictorio, muestra que no es posible construir una maquina que
pueda calcular la funcién g.

Hemos encontrado una funcién no calculable.

5.11. Ejercicios

Ejercicio 5.11.1.

Defina tabla de transiciones y diagramas para las siguientes maquinas de Turing:
(a) 79, que se mueve a la izquierda hasta encontrar dos simbolos [ consecutivos
(b) D**, que se mueve a la derecha hasta encontrar dos simbolos e consecutivos

Ejercicio 5.11.2. Defina una mdquina de Turing sobre el alfabeto {{J,e,0} que se
comporte de acuerdo a la siguiente especificacion:

= Siz = y se detenga si y s6lo si la cadena de entrada contiene un nimero par de
simbolos o

= Six # y se detenga si y sélo si la entrada es de la forma ™0™, para algin n € N

donde z e y son el primer y el dltimo simbolo de la cinta de entrada, respectivamente.
Asuma que la entrada estd formada por una sola cadena de {e, o}*

Ejercicio 5.11.3. Defina una maquina de Turing que calcule el resto de dividir por 3
una secuencia de . La mdquina inicia con una secuencia de e, y deberd terminar con
una secuencia de e que tendréd O, 1, o 2 elementos segtin si la cantidad original de e
tenia resto 0, 1 o 2 al dividir por 3. La maquina iniciard sobre el [J inmediato a la
izquierda de la secuencia. Por ejemplo, al ejecutar sobre:

..O00eeeee ...

obtendremos como resultado:

.00ee. ..
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Ejercicio 5.11.4. Construya una maquina de Turing que dado un nimero natural n >
0, escrito en binario, escriba en la cinta n + 2, también representado en binario. Asuma
que el alfabeto es {0, 1,0}, que el digito menos significativo estd a la derecha, y el mas
significativo a la izquierda. La mdquina comienza apuntando al digito m4s significativo,
y deberd terminar en el digito mas significativo del nimero resultante.

Por ejemplo, la configuracion incial de la cinta para el nimero 11 = 8 4+ 2 + 1 sera:

...gooro110oo. ..

y luego de ejecutar la maquina deberd ser 13 = 8 + 4 + 1, es decir, en la cinta:

...gooiio10o4. ..

Nota: si n = bp2F + by 12871 + ... + 521 + b592° con k = [loga(n)] y cada
b; € {0,1} entonces su representacién en binario es bybg_1 . . . by bo.

Ejercicio 5.11.5. Estamos interesados en definir una maquina de Turing que decida
si una palabra sobre el alfabeto {a,b} que recibe como entrada pertenece a determi-
nado lenguaje £ sobre dicho alfabeto. Para esto, utilizaremos como simbolos de cinta
{0, a,b,o,e}. Lacinta de entrada de la mdquina contendra una palabra o € {a,b}*,y
la configuracién final sera de la forma:

...O0ed. ..
en caso de que la palabra pertenezca al lenguaje, y con la cinta en forma
...O00eOO. ..

en caso de que no pertenezca. En caso que para un lenguaje £ exista una maquina MT
con estas caracteristicas, decimos que L es decidible.
Muestre que los siguientes lenguajes son decidibles:

1. Lo ={aa,b}

2. L1 ={a"ba™ | n,m € Ny}
3. Loy ={a™b™ | n,m € Np}
4. L3 ={a™" | n €Ny}

5. Ly =L ULy

Ejercicio 5.11.6. Construya la maquina Z



