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CÁTEDRA DE ANÁLISIS MATEMÁTICO II

UNIDAD N O3: CÁLCULO DIFERENCIAL EN CAMPOS ESCALARES

1.- Determinar en cada caso el dominio del campo escalar y representarlo gráficamente

a) f(x, y) =
√

9− x2 − y2

b) f(x, y) =
1

√

1− x2 − y2

c) f(x, y) = arcsin
1

x+ y + z

d) f(x, y, z) = ln(xyz)

e) f(x, y, z) =

√

1− x2

y2 − 1

2.- Representar gráficamente los conjuntos de nivel de los siguientes campos escalares, para los valores dek
dados:

a) f(x, y) = 1− x− y, k = −1, 0, 1, 2.

b) f(x, y) =
√

4− x2 − y2, k = −1, 0, 1, 3

c) f(x, y) = x2 − y, k = −2,−1, 0, 1, 2.

d) f(x, y, z) = x− 3y − z, k = −1, 2, 3.

3.- Analizar la existencia de los siguientes lı́mites:

a) ĺım
(x,y)→(0,0)

x4

x4+2y4

b) ĺım
(x,y)→(0,0)

xy√
x2+y2

c) ĺım
(x,y)→(0,0)

x2−y2

x2+y2

d) ĺım
(x,y)→(0,0)

x−y2

x2+y2

e) ĺım
(x,y)→(0,0)

x2

x2+y2−x

f) ĺım
(x,y)→(0,0)

x2

xy+x2

4.- Muestre que la funciónf(x, y) =
x− y

x+ y
no posee lı́mite en los puntos de la rectay + x = 0.

5.- Determine en cada caso el conjunto deR
2 en el cualf es continua:

a) f(x, y) = 3x5 + y3 − 4x2y2 + y

b) f(x, y) =
1

x4 + y4 − 2x2y2

c) f(x, y) = arctan

(

x√
x2+y2

)

d) f(x, y) = ln
(

x2 + y2
)

e) f(x, y) =

{

xy

x2+xy+y2
si (x, y) 6= (0, 0),

0 si (x, y) = (0, 0)

f) f(x, y) =







sinxy√
x2+y2

si (x, y) 6= (0, 0),

0 si (x, y) = (0, 0)

6.- A partir de la definicíon de las derivadas parciales como lı́mites, determinarfx(x, y) y fy(x, y) para:

a) f(x, y) = xy2 − x3y

b) f(x, y) = x
x+y2

7.- Se afirma que hay una funciónf(x, y) cuyas derivadas parciales sonfx(x, y) = x+4y, fy(x, y) = 3x−y.
Determinar si esto es posible.

8.- Dar un ejemplo de una función f : R2 → R y un punto en el cual existafx, pero nofy.

9.- Seaf(x, y) =

{

xy

x2+y2
si (x, y) 6= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0)
. Probar que:
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a) f no es continua en(0, 0).

b) Existen las derivadas parciales def en(0, 0)

c) f no tiene derivadas direccionales en ninguna otra dirección.

10.- Dadaf(x, y) =

{

xy2

x2+y4
si (x, y) 6= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0)
, probar que existen todas las derivadas direccionales def

en(0, 0), y quef no es continua en(0, 0)

11.- Considerar las funciones

f(x, y) =

{

xy√
x2+y2

si (x, y) 6= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0)

g(x, y) =

{

x2y√
x2+y2

si (x, y) 6= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0)

a) Mostrar que son continuas en(0, 0).

b) Calcular sus derivadas parciales de primer orden en(0, 0).

c) Investigar su diferenciabilidad en(0, 0).

12.- Mostrar que las siguientes funciones son diferenciables en su dominio:

a) f(x, y) = x2 − y3

b) f(x, y) = ln(x− y) exp(x+ y)

c) f(x, y) = (x2 + y2)(1 + x2 + y2)−1

d) f(x, y) = sin(x+ y)

13.- Calcular las derivadas direccionales de las siguientes funciones enlos puntos indicados y en las direccio-
nes dadas:

a) f(x, y) = ex cos(πy), P0 = (0,−1), v = (1, 2)

b) f(x, y) = ln(
√

x2 + y2), P0 = (1, 0), v = (2, 1) .

c) f(x, y, z) = x2yz, P0 = (1, 0,−1), v = (−1, 1, 0)

d) f(x, y) =
√

x2 + y2, P0 = (1, 1), v = (0, 1) .

14.- Suponer que una montaña tiene la forma de un paraboloidez = c−ax2−by2 (a, b, c constantes positivas),
x, y son coordenadas en un plano de referencia yz es la altitud. En el punto(1, 1), ¿en qúe direccíon
aumenta ḿas ŕapido la altitud?. Si se suelta una bolilla en(1, 1), ¿en qúe direccíon comenzaŕa a rodar?.

15.- Un insecto se halla en un ambiente tóxico. El nivel de toxicidad está dado porT (x, y) = 3x2 − 2y2. El
insecto est́a en el punto(−1, 2). ¿En qúe direccíon debeŕa moverse para disminuir lo ḿas ŕapido posible
la toxicidad?

16.- Un campo diferenciablef tiene en el punto(1, 2) derivadas direccionales2, en direccíon al punto(2, 2), y
−2 en direccíon al punto(1, 1). Determinar el vector gradiente en(1, 2), y calcular la derivada direccional
en direccíon al punto(4, 6).

17.- Hallar el plano tangente a la superficiez = x2 − 3y2 − 1 en el punto(0, 0, z0).

18.- ¿ Por que serı́a correcto decir que las superficies dadas por las gráficas de las funcionesf(x, y) = x2+y2

y g(x, y) = −x2 − y2 + xy3 son tangentes en(0, 0, 0) ?

19.- Si F (t) = f(x + ht, y + kt) con (x, y) y (h, k) fijos, y dondef se supone con todas las derivadas
necesarias, calcularF ′(t), F ′′(t), F ′′′(t).
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20.- Hallar la ecuación del plano tangente a la superficie definida por la ecuación z = x sin y
x

en el punto
(a, b, a sin b

a
) (con a 6= 0) . Mostrar que ese plano pasa por el origen.

21.- Se considera el planox+2y+3z = 1 y el elipsoide x2

8 + y2

2 + z2 = 1. Hallar los dos planos tangentes
al elipsoide y paralelos al plano dado.

22.- Demostrar que las funcionesu(x, y) = ex cos(y), v(x, y) = ex sin(y) satisfacen las ecuaciones (se
conocen con el nombre de ecuaciones deCauchy-Riemann)

{

ux = vy
uy = −vx

23.- Dadaf dos veces diferenciable, se define elLaplacianodef como∆f = fxx + fyy, las funciones que
verifican la ecuación diferencial∆f = 0 son llamadasarmónicas. La ecuacíon∆f = 0 es laecuacíon
de Laplace. Probar que las siguientes funciones son armónicas:

a) f(x, y) = ex cos y

b) f(x, y) = ex sin y

c) f(x, y) = 3x2y − y3

d) f(x, y) = ln(
√

x2 + y2)

e) f(x, y) =
y

(x2 + y2)

f) f(x, y) = arctan
y

x

24.- Seah(x, y) = f(x + cy) + g(x − cy), dondef, g son funciones deR enR dos veces derivables yc es
una constante no nula. Verificar queh es solucíon de la ecuación de ondas

hxx −
1

c2
hyy = 0

25.- Mostrar que las siguientes funciones no poseen extremos locales o relativos:

a) f(x, y) = x3 + 3x+ y3 + y

b) f(x, y, z) = x5+ y5+ z3+4x+2y+9z+2

c) f(x, y, z) = arctan(x+ 2y + 3z)

d) f(x1, . . . , xn) = a1x1 + · · ·+ anxn + b,
con al menos un aj 6= 0

26.- Demostrar:

a) La funcíon de dos variablesf(x, y) = ax2 + by2, dondea, b ∈ R tales queab < 0, tiene un punto
de ensilladura en el origen.
Sugerencia: Mostrar que en cualquier entorno del origen hay puntos dondef es positiva y otros
donde es negativa.

b) Generalizacíon. La funcíon den variablesf(x1, . . . , xn) = a1x
2
1 + · · · + anx

2
n, donde losaj son

no nulos y no todos del mismo signo, tiene un punto de ensilladura en el origen.

27.- Identificar y clasificar los puntos estacionarios (crı́ticos) de las siguientes funciones:

a) f(x, y) = x2 − (y − 1)2

b) f(x, y) = x3 + y3

c) f(x, y) = x3 + y3 − 3xy

d) f(x, y) = 2x2 − xy − 3y2 − 3x+ 7y

e) f(x, y, z) = x2 + y2 + 3z2 − 1

f) f(x, y) = (8x2 − 6xy + 3y2) exp(2x+ 3y)

g) f(x, y, z) = x3+3x2− 2y2+4y− 2z2+6z

28.- Seaf(x, y) = 6x4 − 5x2y + y2. Mostrar que en(0, 0) no hay extremo local.

(Sugerencia: Ver quef(x, y) = (y− 2x2)(y− 3x2) y estudiar el signo def en un entorno cualquiera del
origen.)
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29.- Mostrar que la funciónf(x, y) = 3xey − x3 − e3y tiene exactamente un punto estacionario, en el cualf
tiene un ḿaximo local. Sin embargof no tiene ḿaximo enR2. Es posible esto para funciones derivables
deR enR ?

30.- Seaf(x, y) = ax2 + 2bxy + cy2 + dx + ey, dondea, b, c, d, e son constantes,a > 0 y ac − b2 > 0.
Demostrar que existe un punto(α, β) en el cualf toma su ḿınimo valor enR2.

31.- Una caja de cartón sin tapa debe contener un volumen de32000cm3. Encuentre las dimensiones de la
caja que minimizan la cantidad de cartón empleada.

32.- Calcular el volumen de la caja rectangular más grande que esté en el primer octante con tres de sus caras

en los planos coordenados y un vértice en el plano
x

a
+

y

b
+

z

c
= 1, dondea, b, c son ńumeros positivos.

33.- Hallar el valor ḿaximo y ḿınimo del producto de tres números realesx, y, z si su suma debe ser0 y la
suma de sus cuadrados debe ser1.
Solucíon: el valor ḿaximo es

√
6/18, cuando dos de los números son−

√
6/6 y el otro es

√
6/3. El valor

mı́nimo es−
√
6/18, cuando dos de los números son

√
6/6 y el otro es−

√
6/3.

34.- Hallar la distancia del punto(−2, 3, 2) a la rectax− 1 = −(y + 1) = z + 1.

Solucíon: Distancia es
√
258
3 , en el punto(−1

3 ,
1
3 ,−7

3).

35.- Hallar los extremos absolutos de las siguientes funciones en los dominios indicados:

a) f(x, y) = xy(1− x2 − y2) en el cuadrado
{

(x, y) ∈ R
2 : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1

}

.

b) f(x, y) =
x3

3
− 3

2x
2 + 2x + y2 − 2y + 1 en el tríangulo limitado por las rectasx = 0, y = 0,

x+ y = 1.

c) f(x, y) = x2y3(1 − x − y) en el cuadrado{(x, y) ∈ R
2 : |x| + |y| ≤ 1}. Solucíon: el ḿınimo es

f(−2
5 ,−3

5) =
−216
3125 y el máximo esf(−1

2 ,
1
2) =

1
32 .

d) f(x, y) = sinx− cos y en el cuadrado
{

(x, y) ∈ R
2 : 0 ≤ x ≤ π

2 , 0 ≤ y ≤ π
2

}

.
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