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1. Sucesiones Numéricas

1.1. Definicion

Definicion. Una sucesion es una funcién de N en R.

f*N—=R

Una sucesién genera una lista ilimitada de ntmeros:

FQ), £2), f3), ..., f(n), ...

donde f(n) es el término n-ésimo de la sucesién. También se escribe la lista como

f17 f27 f37 ey fn,

Es frecuente utilizar notaciones del tipo {f(n)}, {fn}, 0 {fn}>2, para denotar una sucesion.

Ejemplos de sucesiones

= fn = a, a, a, a, ...
o — 1,2 3, ...
_ 1 1 1
.fn_ﬁa 17 29 3y
. f = (—1)7, 1,1 -1, 1, . (D)

1.2. Convergencia de Sucesiones

Definicién. Una sucesion {f,} es convergente si existe un nimero real L tal que para cada
¢ > 0 se puede encontrar un numero natural N(e¢) tal que Vn > N se verifique |f, — L| < e.

Se dice entonces que L es el limite de la sucesién {f,}, vy se escribe L = lirn fn, o también
n—oo

fn — L, si n — oco. También decimos que la sucesién {f,,} converge a L. Una sucesién que no
converge se dice que es divergente.

Ejemplos
= la sucesién {1} converge a 0.
» la sucesion {n!} es divergente.

= la sucesién {(—1)"} no es convergente.

Teorema 1 (Unicidad del limite) Una sucesion convergente tiene uno y sélo un limite.

Demostracién. Sean a,b € R tales que a = lim f,, b = lim f,. Supongamos que a # b, por
n—oo n—oo

ejemplo a < b. Elijase z tal que a < z < b. Puesto que z < by b es limite de f,, ha de existir un

N’ tal que para todo n > N’ sea f, > z. Igualmente, puesto que a < z y a es limite de f,, ha

de existir un N” tal que para todo n > N” sea f,, < z. Tomando N = max{N’, N"}, llegamos

a una contradiccién, ya que se tendria que cumplir z < f,, < z para todon > N. O
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Definicién. Una sucesién {f,} se dice que estd acotada superiormente si existe algin
nimero ¢ € R tal que Vn € N, f, < c¢. Se dice que estd acotada inferiormente si existe
algin nimero k € R tal que Vn € N, k£ < f,. Se dice que estd acotada si lo esta superior e
inferiormente. Esto equivale a que exista algin nimero M > 0 tal que Vn € N, | f,,| < M.

Definicion.
a) Una sucesion {f,} es mondétona creciente si f,, < f,+1 Vn € N.

b) Una sucesién {f,} es monétona decreciente si f,11 < f, Vn € N.

)

)
c¢) Una sucesién {f,} es monétona cuando es creciente o decreciente.
d) Una sucesion {f,} es estrictamente creciente si f,, < f,+1 Vn € N.
)

e) Una sucesion {f,} es estrictamente decreciente si f,, 11 < f, Vn € N.

Teorema 2 (i) Toda sucesion mondtona creciente y acotada superiormente es convergente. (ii)
Toda sucesion mondtona decreciente y acotada inferiormente es convergente. Esto equivale a
decir que una sucesion monotona converge si y solo si es acotada.

Demostracion. Ver la demostracién en Tom M. Apostol, 1982. O

Teorema 3 (Operaciones con sucesiones) Sean {a,} y {b,} sucesiones convergentes con
limites

a= lim a,, b= lim b,.
n—o0 n—oo

Las siguientes reglas se cumplen:

1. Regla de la suma: (an +bp) =a+0b

lim
n—oo
2. Regla de la diferencia:  lim (a, —by) =a—10>

n—oo

3. Regla del producto:  lim (apb,) = ab

n—oo

4. Regla de la multiplicacion por una constante: lim (cbyp) = cb, donde c € R
n o

an

5. Regla del cociente:  lim = 7, 81b#0

n—oo

Teorema 4 (Teorema del sandwich para sucesiones) Sean {a,}, {bn}, y {cn} sucesiones

de numeros reales. Si a, < b, < ¢, para toda n mayor que algun indice N, y li)m an = li)m Cp =
n o0 n o

L, entonces también lim b, = L.
n—oo

Demostracion. El teorema es intuitivo. La demostracién se obtiene a partir de la definicién
de limite. [l
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Repaso de la regla de L’Hépital

La regla de L’Hopital permite calcular limites indeterminados para funciones de variable real.
I) Indeterminaciones de la forma 0/0, co/o00, 0.00

Teorema 5 (Regla de L’Ho6pital) Sean f y g funciones diferenciables en un intervalo de la
forma (a —r,a+1), con a,r € R, r > 0. Supongamos que

o) lim f(z) = lim g(z) =0,

T—ra

b) ¢ (x) A0Vx € (a—r,a+7), x #a,
oo @)
¢) M gt = L

Entonces, lim ACH
z—a 9()

Justificacion: Como f y ¢ son diferenciables en a, entonces f y g son continuas en a. Luego
f(a) =0y g(a) = 0. Por lo tanto podemos escribir
fx)—f
f@) _ fla)— fla) IO
9@)  g@)—gla)  Tms@

r—a

/!
m L& _
a—a ¢’ (x)
Luego
lim M = L.
z—a g(x)

Observacién: El teorema es valido también para limites laterales: z — a™ o 2 — a~ y limites
infinitos: * — 400 0 ¢ — —o0.

Ejemplos

3 -1 3 322
im —— =lim— = —
o143 —x—3 511222 -1 11

0
0

1
Inx =
lim zinz= lim —— = lim —5- = lim (—z) =0
z—0t+ z—0t P z—0t —2 z—0+
—_— ——
0.(~00) —= no es una

indeterminacion

IT) Indeterminaciones de la forma oo — 0o, —00 4 ©

Se pasan primero a la forma %, >, 0.00
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Ejemplo

. dx+1 1 ., (dx+1)senz—x
lim — = lim
z—0T X sen r  z—0+ T sen x
00—00 0
0
” 4 sen x + (4x + 1)(cos ) — 1
= lim
x—0t sen x + x cos T
0
0
i 4cosx+4cosx— (dr+1)senx 4+4 4
z—0T COS T+ CosS T — T sen T 2
no es una
indeterminacion

I1I) Indeterminaciones de la forma oo’

Proposicién 1 Si lim g(x) existe, entonces
r—a

lim e9(®) — odm,9(@)
Tr—a

Si f(x) es de la forma oo” utilizar la Proposicién 1:
f(w) = e 1

lim f(x) = et f=)
T—r 00

Calculo de limite de sucesiones usando la regla de L’Hopital

Teorema 6 Suponga que f(x) es una funcion definida para todo x > N, © € R y que {f,} es
una sucesion de nimeros reales tal que f, = f(n) para n > N, n € N. Entonces

lim f(z)=L = h;rn fn=0L.

T—00

Demostracién. Ver demostracion en Thomas y George, 2006. |

El Teorema 6 nos dice que el limite de la sucesién {f,} cuando n — oo es igual al limite de
la funcién f(z) cuando z — co. En particular, si al evaluar el limite de f(x) se d4 una indeter-
minacién de alguna de las formas vistas anteriormente, se puede aplicar la regla de L’Hopital
para calcular el limite de la sucesion.

Subsucesiones

Definicién. Una sucesién {b,} es una subsucesion de una sucesion {a, } si existe una aplicacién
o : N — N estrictamente creciente tal que b, = a,(,) para cada n € N.

Ejemplos de subsucesiones
La subsucesién de los nimeros pares se obtiene tomando o(n) = 2n,

{a2n} = az, a4, ag, A8, ... , A2n, ...
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La subsucesion de los nimeros impares se obtiene tomando o(n) = 2n — 1,
{agn} = a1, a3, as, a7, ... , agn—1,

Proposicién 2 Una sucesion {a,} es convergente si y sdlo si todas sus subsucesiones son con-
vergentes y convergen a un mismo limite.

Demostracién. (=). Supongamos primero que {a,} es convergente. Sea {b,} una subsucesién
de {an}. Luego, b, = a,(,) para alguna funcién o : N — N estrictamente creciente. Vamos a
probar que {b,} es convergente.

Sea £ > 0, entonces existe N € N tal que

la, — L| < ¢

para todon > N.
Como o es una funcién creciente, existe M nimero natural tal que o(k) > N para todo
k > M. Entonces,
’ag(k) — L| <e

para todo k > M. Llamando o(M) = N’, tenemos que
|L—b,| <e

para todo n > N'.
Por lo tanto, la subsucesion b, = aq(,) es convergente. Mds aun, probamos que todas las
subsucesiones convergen a L.

(<). Supongamos ahora que todas las subsucesiones de {a,} son convergentes y convergen
a un limite L. Tomando o : N — N, o(n) = n, tenemos que la subsucesién b,, = Ag(n) = an €s la
sucesién original. Luego, por hipétesis, la sucesién {a,} es convergente y converge a L. O

2. Series Numéricas

2.1. Definicién

Definicién. Dada una sucesién de ndmeros reales {a,}, se puede formar otra sucesién {s,}
para la cual

n
Sp=0a1+azx+---+ap = § ag
k=1

La sucesién de las sumas parciales {s,} se llama serie infinita o simplemente serie. Para
representar una serie se utiliza la notacién Y 7 | ay.
Definicién.

» Una serie ) 2 | ay es una serie de términos positivos cuando a,, > 0 para cada n.

» Una serie > .7, a, es una serie alternada cuando a,, = (—1)"¢,, para alguna sucesién
{cn} tal que ¢, > 0 para cada n.
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Ejemplo. La serie arménica es > 7, % Para esta serie tenemos

1 "1
an:E, y Sn:ZE
k=1

A continuacién obtendremos una desigualdad que se cumple para la serie armonica, y que serd
utilizada mas adelante.

LSRR SRS SRS SR
S — S, = PR PR - = =
| om = 2n o 2n 2
1
= Sop — Sp > 7 (1)

Ejemplo. Para la serie > > (—1)", tenemos a, = (—1)", por lo cual es una serie alternada.
Ademas

—1 sin esimpar
0 sinespar

SnZzn:(—l)k:—1+1—1+...+(_1)n:{

k=1

Ejemplo. La serie geométrica de razén r es:

E r’, con a, = r".

Si 7 > 0 se trata de una serie de términos positivos.
Si r < 0 se trata de una serie alternada.
Para la serie geométrica se puede obtener una expresién analitica de las sumas parciales
rsp=r+r24 4"l =
(1 =7)sp = S$p —7Tsn

:(1+r++rn)_(r+r2++frn+1)

Luego, si r # 1 tenemos

1 — pntl

on = 1—r 2)

2.2. Convergencia y Divergencia de Series

Definicién. Se dice que la serie > | a, converge o es una serie convergente cuando la
sucesion de sumas parciales {s,} tiene limite finito.

n
lim E ar = lim s, = s
n—oo n—oo

k=1
El limite s es la suma de la serie. Una serie que no tiene limite finito se dice que es divergente.

Ejemplo. En (1) vimos que para la serie arménica » - % se cumple

< Sop — Sp.

N | —
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Supongamos que existe s tal que lim s, = s. Luego
n—oo

—_

— < lim s, — lim s, =s—s=0.
2 n—00 n—00

Llegamos a una contradiccién. Por lo tanto la serie armoénica no converge.

Teorema 7 (Condicién necesaria para la convergencia de una serie)
= Sila serie Y 7, an converge, entonces lim a, = 0.
n—oo
» Si lim a, # 0, entonces la serie Y - | an diverge.
n—oo
Demostraciéon. Supongamos que la serie converge y su suma es s. Luego
Gp = Sp — Sn—1,

lim a, = lim s, — lim s,,_1 =s—s=0,
n—oo n—o0 n—oo

con lo cual el teorema queda demostrado. O

Nota:

= lim a, = 0 es condicién necesaria pero no suficiente para la convergencia.
n—0o0

= lim a, # 0 es condicién suficiente para la divergencia.
n—0o0

Ejemplo. Consideremos la serie geométrica (de razén r)

e’} e’}
E P = E :,rn—l
n=0 n=1

Si |r| > 1 entonces lim r™ # 0 = la serie geométrica diverge.
n—oo

, . 1= n+1
En (2) se probé6 que si r # 1 entonces s, = “~5——
Luego, si || < 1 tenemos
1 — pntl 1
= 1/ p— 1/ prm— .
et e S ®

Notar que es posible obtener una expresién analitica para la suma de una serie geométrica de
razon |r| < 1.

Reindexar términos

Mientras se preserve el orden de sus términos, podemos reindexar cualquier serie sin alterar su
convergencia ni su suma:

[e.e]

[ee] o0
Zan: Z Ap—p = Z an+h:a1+a2+a3+...+an+...
n=1 nelth n=l—h
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Adicion o supresién de términos

En una serie, siempre podemos agregar o suprimir un numero finito de términos sin alterar su
convergencia o divergencia. En el caso de la convergencia, esto suele modificar la suma.

Ejemplo. Si ) >° a, converge, entonces y ~ , a, converge para cualquier k£ > 1 y se cumple:

oo o
dan=artartazt- a1+ Y an
n=k

n=1
Ejemplo. Considere la serie geométrica (de razén r):

1— ,rnJrl

o0

ZT”, Sp=——, r#1
1—r

n=0

Vimos que si |r| < 1 luego lim s, = ﬁ Si se suprime el primer término, tenemos:
n—oo

(o.@)
1_ n

Zr”, snzir( T), r# 1.
1—r

n=1

En este caso, si [r| < 1 luego lim s, = 1.
n—oo

Teorema 8 (Propiedad de linealidad) Sean ) .7 | an, Y ooy by series convergentes con su-

mas sy s”, respectivamente. Si o,  son constantes, entonces la serie Y o2 (aa, + Bby) es
convergente con suma s = as' + [3s”.

Demostracién. Ver la demostracion en Tom M. Apostol, 1982. O

Corolario 1 Si ) 7 | an converge y y -~ b, diverge, entonces Y .- (a, + by) diverge.

Demostracién. Si Y > (a, + by) fuera convergente, también lo serfa Y 2 | b, puesto que

Z by, = Z(an + bn) + Z(_an)a
n=1

n=1 n=1

y por lo tanto, debiera valer el Teorema 8. O

Propiedad telescopica

La serie Y 7 | ap, es telescépica cuando la representamos en la forma » 7, (b, — bp1), es decir
cuando para una sucesién {b,} se cumple a,, = b,, — b,+1. En tal caso tenemos:

n

Z(bk —bit1) = b1 — bpgr
k=1

Teorema 9 (Suma de series telescépicas) Sean {a,} y {bn} dos sucesiones tales que a,, =
by — bng1, n = 1,2,3,.... Entonces la serie y - a, converge si y solo si la sucesion {b,}
converge, en cuyo caso

n—oo

> an=b - L, donde L = lim by,.
n=1
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Ejemplo. Si a, = ﬁ = % — %H’ entonces
n n
1 1 1 1
B Rt o /TS
kzlkr(k:—kl) k:lk k+1 n+1
. _ . . 1
con lo que nl;rl;o sn = 1. Es decir, la serie Y >, A(AFT) Converge y su suma es 1.

Nota: Toda serie se puede ver trivialmente como una serie telescopica, puesto que siempre se
puede elegir un by arbitrario y hacer b,41 = by — sp, n > 1.

bn+1 = b1 —sy
b, = b1 —sp—1
anp = by — bn+1 = Sp —Sp—-1 =A0an

2.3. Criterios de Convergencia para Series de Términos No Negativos
Si los términos de la serie son no negativos, las sumas parciales también lo son.

ap>0, n=1, 2,3, ... = 5,20, n=1, 2 3, ...

Teorema 10 (Criterio de acotacién) Si a, > 0 para cada n > 1 la serie y .- | an converge
st y solo si la sucesion de sus sumas parciales {s,} estd acotada superiormente.

Demostracion. Para cada n € N se cumple
Sn4+1 — Sp = Apy1 2> 0,

por lo que la sucesién {s,} es monétona creciente. Luego, por el Teorema 2, la sucesién {s,}
converge si y solo si estd acotada superiormente. (I

Teorema 11 (Criterio de comparacién) Sia, >0, b, > 0, y existe una constante ¢ > 0 tal
que an, < cb,, sin > N, entonces:

RPN o
» Siy 24 by converge = ) | ay, converge.

» S0y > a, diverge = > > b, diverge.

n=1
Demostraciéon. Sean las sumas parciales s, = a1 + ... + an, t, = b1 + ... + b,. Entonces
an < cb, implica s, < ct,. Si Zzozl b, converge, sus sumas parciales estan acotadas. Si M es

una cota, se tiene s, < cM y, por lo tanto, Y 7, a, es también convergente puesto que sus
sumas parciales estdn acotadas por c¢M. Il
3
Ejemplo. Considerar la serie y | %5271(:) Podemos escribir la siguiente desigualdad:
0 < 2 + cos (n?) - 323 1 "'
- 2n4n T2 2

Sean

" 2+ cos (n?) b o—3 1 "
o "\ 2)

Luego se cumple 0 < a,, < b,. Como > 7 b, = 3> ", 0,5" converge (serie geométrica de
razén 0,5 < 1), entonces, por el criterio de comparacién ) > | a,, también converge.



Sucesiones y Series 10

Teorema 12 (Criterio del limite) Sean {ay,}, {b,} dos sucesiones tales que a,, > 0, b, > 0,
y sea

St X\ es finito y X # 0 entonces Y . by converge siy solo si Yy >~ | a, converge. Es decir, las dos
series tienen el mismo cardcter: ambas convergen o ambas divergen. (Notar que 0 < A < 00).

Demostracién. Sea ¢ € (A, 00). Entonces existe algin N € N tal que a,/b, < ¢ para todo
n > N, es decir, 0 < a, < cb, para todo n > N. Si la serie Zflozl b, converge, entonces la serie
> o2 | an también converge por el criterio de comparacién (ver Teorema 11). Por otra parte, sea
d € (0, ). Existe algin N’ € N tal que a,/b, > d para todo n > N', es decir, a,, > db, > 0
para todo n > N'. Si la serie Y 2 | b, diverge, entonces la serie Y 2 | a, también diverge por
el criterio de comparacién. O

Teorema 13 (Criterio de la raiz) Sea {a,} una sucesion tal que a, >0 y sea

a= lim Ya,.
n—oo

Entonces

(a) Sia <1, laseried " a, converge.
(b) Sia>1, la serie Y .o | an diverge.
(c) Sia=1, el criterio no decide.

Demostracion. Si a < 1, elijase L tal que a < L < 1. Entonces 0 < (an)% < L para todo
n > N. Por lo tanto, a, < L" para todo n > N. La serie Z?:l L™ es convergente (serie
geométrica de razén L < 1). Luego, por el criterio de comparacién (ver Teorema 11) la serie
Y onl | an converge.

Para demostrar (b) se observa que « > 1 implica a,, > 1 para una infinidad de valores de n y por
lo tanto a, no puede tender a 0. Por lo cual, no se cumple la condicién necesaria de convergencia
del Teorema 7,y > > | a, diverge.

Para demostrar (c), consideremos dos ejemplos en los que a, = 1/n, y a, = 1/n%. En ambos
casos a = 1. Sin embargo, > o, 1/n diverge mientras que > oo, 1/n? converge. O

Teorema 14 (Criterio del cociente) Sea {a,} una sucesion tal que a,, > 0 y sea

, Ap+41
L = lim
n—o00  Qy

Entonces
(a) Si L <1, la serie y > a, converge.
(b) Si L >1, la serie Y ;" | a, diverge.

(c) Si L =1, el criterio no decide.
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Demostracién. Si L < 1, elijase z de manera que L < z < 1. Entonces ha de existir un NV tal

que «127:1 < z para todo n > N. Luego
+1
Apt1 z" Ant1 a
nt z= = nE < —. ¥n> N.
an on on+l on

Es decir, la sucesién {a,/2"} es decreciente paran > N. En particular, a, /2" < ay /2" paran >
N, o de otro modo, a,, < cz", donde ¢ = an/z". La serie > °0 | 2" converge (serie geométrica,
razén z < 1), luego > >° | a,, converge por el criterio de comparacién.

Para demostrar (b), basta observar que L > 1 implica a,4+1 > a, para todo n > N,y por lo
tanto a, no tiende a 0.

Para demostrar (¢) se pueden tomar los mismos ejemplos que en la demostracién del item (c)

del Teorema 13. |

Teorema 15 (Criterio de la Integral) Sea f una funcion positiva y estrictamente decrecien-

te definida en [1,+00) tal que f(n) = a, para todo n € N. La serie Y-, a, converge si y solo
. . —+o0

st la integral fl f(z)dz converge.

Demostracién. Ver la demostraciéon en Tom M. Apostol, 1982. O

Ejemplo. Consideremos la serie Y00 | 13. Sea f(z) = 2.

f es positiva para todo .

fl(x) =223 <0siz>0 = f es estrictamente decreciente en [1,+00).
Estudiaremos la integral:

/ —de = lim —2d95 = lim [] = lim (1 — ) =1.
1 xT b—oo J1 T b—oo | T 1 b—o0 b

Entonces fioo x%da: converge y la serie > > | n% converge.

2.4. Ciriterios de Convergencia para Series Alternadas

Las series alternadas son de la forma:

o0
(=) lan=a1—aztag—as+ -+ ()" a4

n=1
donde cada a, > 0.
Ejemplo. La serie logaritmica es una serie alternada:

R 1z"

n(l+z)==z st T +(-1) —t

Teorema 16 (Criterio de Leibniz) Si{a,} es una sucesion monétona decreciente con limite
0, la serie alternada Y o> (—1)""'a, converge.

Demostracién. La sucesién se sumas parciales {sa,} es creciente puesto que

$2(n+1) — $2n = G2n+1 — G2n42 = 0.
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2 8‘4 Sﬁ 8_5 S

Figura 1: Demostracion del criterio de Leibniz.

En forma similar, se puede demostrar que {s2,—1} es decreciente. Ademés, se cumple
Sop < 81 Y Sop—1 > S2 Vn.

Se tiene entonces que las sucesiones de sumas parciales son mondtonas (crecientes las pares
y decrecientes las impares) y acotadas (ver la representacién en la Figura 1). Luego, ambas
sucesiones son convergentes. Sea

/ /. 1! 3
s = lim s9,, s = lim s9,—1.
n—oo n—oo

Tenemos que

s —§" = lm (s9p, — sop—1) = lim (—as,) = 0.
n—00 n—00

Es decir, s’ = s” y la serie alternada es convergente. O

Ejemplo. Considerar la serie arménica alternada Zzozl(—l)"_li. La sucesiéon {%} es decre-

ciente con limite 0. Por lo tanto la serie armonica alternada converge. Recordar que la serie
arménica Y oo | & no converge.

2.5. Convergencia Condicional y Absoluta

Teorema 17 Si Y > . |a,| converge, también converge Yo" | a, y tenemos

HED SN @
n=1 n=1

Demostracién. Definamos b, = a, + |a,|. Resulta b, = 0 o b, = 2]ay,|. Luego siempre
vale 0 < b, < 2|a,|. Notar que » 7 ,b, es una serie de términos no negativos. Co-
mo y °, |a,| converge y 2> 7, |an| domina a Y 7, by, luego > o7, b, converge. Ahora
Yol an = Y o by — > 27 |an| y por el teorema de la propiedad de linealidad (ver Teore-

ma 8), Y °  a converge. En cuanto a la desigualdad (4), es una propiedad conocida del valor

absoluto. O

Definicién.
» Una serie ) -, a, es absolutamente convergente si Y . ; |a,| converge.

. [e'e) o o . 00 .
= Una serie ) ”, a, es condicionalmente convergente si ) , a,, converge y en cambio
Y ony |an| diverge.
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3. Sucesiones y Series de Funciones

3.1. Definicién

Definicién. Sea A un subconjunto de R. Supongamos que para cada nimero natural n estd
dada una funcién f, : A — R; la aplicacion n — f;, recibe el nombre de sucesion de funciones
(definidas en A).

Notacion: {fn} = f1, fo, f3 ooy fn, ---

fn es el término n-ésimo de la sucesién.

Para cada x € A, podemos considerar la sucesion numérica que tiene por término n-ésimo el
nimero real f,(x).
3.2. Convergencia Puntual y Uniforme

Definiciéon. El campo de convergencia de una sucesién de funciones es el conjunto C' de
todos los puntos x € A para los que {f,(x)} converge.

Definicién (Convergencia puntual). Sea { f,,} una sucesién de funciones definidas en un con-
junto A, S un subconjunto de A y f una funcién definida en S. Si Va € S, f(z) = lim f,(x),
n—oo

se dice que la sucesién {f,} converge puntualmente a f en S.
En este caso, a f se la llama la funcién limite de {f,} en S.

Cuando existe tal funcién f, decimos que {f,} es convergente puntualmente en S.

Ejemplo (Sucesién de funciones continuas con funcién limite discontinua).
La sucesién {z"} converge puntualmente en [0, 1] a la funcién f definida en dicho intervalo por

0 sio<z<l1
f@)_{ 1 siz=1

Ejemplo (Sucesién para la que el limite de la integral no es igual a la integral del
limite). Sea f,(r) = nz(1 — 2?)" para 0 < z < 1. La sucesién {f,,(z)} converge puntualmente
a f(z) =0, para todo z € [0, 1]. Luego, fol f(z) dz = 0. Sin embargo,

1 1 1_x2)n+11 n
() do = ey dr = " -
/0 Jn(@) dz ”/Ox( v)tdr = —o o 2(n+1)

Por consiguiente,

1 1 1
— = lim fn(x) dx # / lim f,(x) de =0.
2 0 o n—oo

n—oo

Definicién (Otra definicién equivalente de convergencia puntual).

Sea {f,} una sucesién de funciones definidas en A, S un subconjunto de A. La sucesién {f,}
converge puntualmente a f en S siy solo si para todo x € S y para todo € > 0 existe un N (e, x)
tal que siempre que n > N (e, z) se verifica |f,(z) — f(x)| < e.
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= S -]- X

Figura 2: Interpretacién grafica de la convergencia uniforme. Se cumple que f(z) —e < f,(x) <
f(z)+e,sin>N(), VreS.

Definicién. Una serie de funciones ) ° , f, es un par ordenado de sucesiones de funciones
{fn, sn} relacionadas por la condicién:

Sn:f1+f2+"‘+fn~

Para cada n € N,
fn es el término n-ésimo de la serie
sn es la suma parcial n-ésima de la serie

Una serie de funciones converge puntualmente a una funcién s en S si para todo z € S,

s(@) = I su(@) = 352, fale)

Definicién (Convergencia uniforme). Sea {f,,} una sucesién de funciones definidas en A, S
un subconjunto de A, f una funcién definida en S. Se dice que { f,,} converge uniformemente a f
en S si para cada € > 0 existe un N () tal que siempre que n > N (¢) se verifica | f,(z) — f(z)| <
g, para todo = € S. (Ver interpretacién en la Figura 2).

Toda sucesién {f,} que converge uniformemente a f en S, también converge puntualmente a f
en S.

Convergencia uniforme y continuidad

A diferencia de la convergencia puntual, la convergencia uniforme conserva la continuidad.

Teorema 18 Sea {f,} una sucesion de funciones que converge uniformemente en un conjunto
S a una funcion f, y sea x un punto de S. Si cada funcion f, es continua en x, entonces f
también es continua en x.

Demostracién. Sea € > 0. Segtn la definicién de convergencia uniforme, existe algin n € N
tal que para todo t € S

Fa®) = F0)] < 5.

de hecho, vale para todo n > N(§).

fn es continua en z, luego existe algin ¢ > 0 tal que
€
90

|fn(y) - fn(x” < 3
siempre que |y — x| < §. Entonces, si |y — x| < J se tiene

1f(y) = f@) = [f(y) = fay) + fuly) = ful2) + fulz) — f(2)]
< ‘f(y) - fn(y)| + ‘fn(y) - fn(x)‘ + ’fn(x) - f(x)‘
<e/3+¢/3+¢/3=¢
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Es decir, f es continua en . O

Ejemplo. La sucesién f,(z) = 2™ no converge uniformemente a

0 si0 <z<l1
f(x)_{ 1 siz =1

en [0, 1]. Pues si convergiera uniformemente, la funcién limite seria continua, ya que cada f, es
continua.

Definicién. Una serie de funciones Y > | f, se dice que converge uniformemente a una funcién
s en S cuando la sucesién {s,} de sus sumas parciales,

sp=fi+ fat-+ fn,

converge uniformemente a s en S.

Corolario 2 Si una serie de funciones Y - fn converge uniformemente a la funcidn suma s
en S y cada término f, es una funcion continua en un punto r € S, entonces f es continua en
x.

Convergencia uniforme e integracion

La convergencia uniforme permite intercambiar el simbolo de integracién con el paso al limite.

Teorema 19 Sea {f,} una sucesion de funciones continuas en un intervalo [a,b] que convergen
uniformemente en [a,b] a una funcion f. Entonces f es integrable en [a,b] y se cumple

lfm fn dx—/f

n—o0

Demostracién. f es integrable porque es continua segin el Teorema de convergencia uniforme
y continuidad. Para cada n € N,

b b
/ fn(x) dx — f(z) dx

Que {f,} converja uniformemente a f en [a, b] implica que

nlirgosup{}fn(x) — f(@)] 2 €[a,b]} =0,

[ e [ 1) @] =

con lo cual el teorema queda demostrado. [l

por lo tanto

lim
n—oo
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Condicién suficiente para la convergencia uniforme de series de funciones

Teorema 20 (Criterio M de Weierstrass) Sea > -~ f, una serie de funciones que conver-

ge puntualmente hacia una funcion s en un conjunto S. Si existe una serie numérica de términos
- oo

no negativos, convergente, > >~ M, tal que

0<|fu(@)| <My, Yn>1ly Vzes,

entonces la serie Yy .~ | fn converge uniformemente en S.

Demostracion. Para cualquier x € S tenemos

@) —sa@) = | 3 A@| < S Ih@I< Y M
k=n+1 k=n-+1 k=n+1

Seae > 0. Como laserie ) 2 | M, converge, existe algin N (¢) € N tal que para todon > N(¢)
se cumple Y 7 | M}, < e (condicién de Cauchy para una serie convergente). Por lo tanto

sup{|s(z) — sp(z)| : z € S} < ¢, n > N(e),

con lo cual > >° | f,, converge uniformemente a s en S. U

4. Series de Potencias

4.1. Definicién

Definicion. Una serie de potencias alrededor de x = 0 es una serie de la forma

o
2
Zanx”:ao—I—am—i—azx + a4

n=0

Una serie de potencias alrededor de x = ¢ es una serie de la forma

o
Zan(:c—c)”:ao—i-al(x—c)—i—ag(x—c)z—l—---—i-an(x—c)"+~--

n=0
en la cual el centro c y los coeficientes ag, a1, -+ ,an,- - son constantes.
Nota: En general z, ¢, ag, a1, - -+ son nimeros complejos pero consideraremos solamente el caso

en que son niumeros reales.

4.2. Intervalo de Convergencia

Cada serie de potencias estd asociada a un intervalo, llamado intervalo de convergencia
(circulo de convergencia en el plano complejo) tal que:

= la serie converge absolutamente para todo x interior al mismo.
= la serie diverge para todo x exterior al mismo.

= el comportamiento de la serie en los puntos frontera del intervalo no puede predecirse.
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i ) convergencia absoluta i i
divergencia divergeneia

ra * e

c=r C c+r

Figura 3: Intervalo de convergencia de una serie de potencias.

El intervalo de convergencia posee un radio de convergencia r alrededor del centro ¢ (ver
Figura 3). La demostracién de la existencia del circulo de convergencia puede hallarse en Tom
M. Apostol, 1982.

En general, el intervalo de convergencia puede determinarse mediante el criterio del cociente o
de la raiz.

Ejemplo. Considerar la serie y_° %,1 Apliquemos el criterio del cociente. Si x # 0:
gt onl| |zl
(n+Dlan|  n+1
Se cumple lim n‘i-i-|1 = 0 < 1. Luego, la serie converge absolutamente para todo z # 0.
n—oo

Si z = 0 la serie también converge y el radio de convergencia es +oo.

Ejemplo. Considerar la serie ) ° n?3"2". Apliquemos el criterio de la rafz:
26n ny L 2
(n*3"|x|")» = 3|z|n» — 3|x|,cuando n — oc.

Por lo tanto la serie converge absolutamente si |z| < 1/3 y diverge si |x| > 1/3. Es decir, el radio
de convergencia es 1/3.
Esta serie diverge si |z| = 1/3, ya que {n23":1:”} =n2.
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