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Procesos estocasticos

1. Al final de una linea de fabricacidén, el producto final estd sujeto a un proceso de inspeccidon que
determina si el producto es defectuoso o no. Supongamos que la aparicidon de un articulo defectuoso es
independiente de la aparicién de otros y que la probabilidad de ocurrencia del mismo es p. Sea el proceso
estocastico {N,: n€Ng}, donde N, es el nimero de articulos defectuosos hallados hasta el n-ésimo producto
fabricado. Calcule la esperanza y la varianza de dicho proceso.

a) Describa el proceso estocastico {N,: nENp} en términos del proceso de Bernoulli.

b) Pruebe que el proceso {N,: nENy} es una cadena de Markov.

c¢) Halle la matriz de transicién para esta cadena.

d) Clasifique los estados.

2. En una bifurcacién de una ruta, aproximadamente el 38% de los automodviles toma el camino de la
derecha, y es posible suponer que cada conductor elige cual camino tomar independiente-mente de lo que
hace el resto. Definimos el proceso estocastico {N, : n € Ng}, donde N, es el nimero de automoviles que
toman el camino de la izquierda hasta el n-ésimo instante de observacion.

a) ¢Cual es la probabilidad que el quinto automovil sea el primero en girar a la izquierda?

b) éCudl es la probabilidad que el quinto automavil sea el segundo en girar a la izquierda?

¢) éCual es la probabilidad de que 12 automoéviles hayan tomado hacia la izquierda hasta el vigésimo
instante de observacién sabiendo que hasta el duodécimo instante lo hicieron 9?

d) éCual es el nimero promedio de automdviles que girardn a la derecha en las primeras 100
observaciones?

3. El ingreso a un centro comercial puede realizarse por dos puertas idénticas, y por razones desconocidas
los clientes prefieren la puerta de la izquierda. Haciendo un analisis estadistico se ha llegado a la conclusion
de que la probabilidad que el cliente que ingresa lo haga por la puer-ta de la izquierda es 2/3. Ademas, se
ha concluido que la influencia de posibles congestiones frente a una de las puertas es despreciable pues,
debido a las dimensiones de las puertas y al promedio de clientes que ingresan por unidad de tiempo,
dichas congestiones son poco fre-cuentes. Por lo tanto, puede suponerse que los clientes eligen la puerta
de acceso segln su propia preferencia. Se pide hallar la matriz de transicion asociada al proceso {N, : n €
No}, donde N, es el nimero de clientes que ingresan al centro comercial por la puerta de la izquierda hasta
el instante de arribo del n-ésimo cliente.

Cadenas de Markov

4. En una dada localidad, al 90% de los dias soleados le siguen dias soleados, y al 80% de los dias nublados
le siguen dias nublados. Con esta informacién, modelar el clima de la localidad como una cadena de
Markov, dibujar el grafo asociado y calcular la matriz de probabilidades de transicién de dicha cadena.

0 1/3 2/3
5. Sea X una cadena de Markov con espacio de estados E={a,b,c}, matriz de transicionP={1/4 3/4 O
2/5 0 3/5
y distribucidn inicial n=(2/5,1/5,2/5). Calcular
a) P{X1=b, X,=b, X3=b, X4=a, Xs=c | Xo=a}
b) P{Xlzb, X3:a, X4:C, Xe:b | Xo:a}
C) P{X2=b, X5:b, XG:a}
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6. Un edificio de dos pisos y planta baja posee un ascensor que llega a todas las plantas. La secuencia de
pisos alcanzados hasta el piso en el que finaliza el n-ésimo viaje puede modelarse como una cadena de
Markov. Se sabe que la mitad de los viajes que parten de la planta baja se dirigen a cada uno de los otros
dos pisos, mientras que si un viaje comienza en el primer piso solo el 25% de las veces finaliza en el
segundo. Por ultimo, si un trayecto comienza en el segundo piso, siempre finaliza en planta baja. Se pide

a) calcular la matriz de probabilidades de transicién de la cadena

b) dibujar el grafo asociado

c¢) écudl es la probabilidad de que, a largo plazo, el ascensor se encuentre en cada una de las tres plantas?

7. Un viajante realiza su trabajo en tres ciudades A, B y C. Para evitar desplazamientos innecesarios,
permanece todo el dia en una ciudad viajando a otra ciudad al dia siguiente si no tiene suficiente trabajo.
Después de estar trabajando un dia en C, la probabilidad de tener que seguir trabajando en ella al dia
siguiente es 0,4, la de tener que viajar a B es 0,4, y la de tener que viajar a A es 0,2. Si el viajante se queda
un dia en B, con probabilidad 0,2 tendra que seguir trabajando en la misma ciudad al dia siguiente, en el
60% de los casos viajara a C, mientras que ird a A con probabilidad 0,2. Por ultimo, si el viajante trabaja
todo el dia en A, permanecerd en esa ciudad al dia siguiente con probabilidad 0,1, irda a B con una
probabilidad de 0,3 y a C con una probabilidad de 0,6.

a) dibujar el grafo asociado

b) Si el viajante estd en C, écudl es la probabilidad de que también tenga que trabajar en C al cabo de cuatro
dias?

c¢) éCuadles son los porcentajes de dias en los que el viajante estd en cada una de las tres ciudades?

8. Clasifique los estados de las cadenas cuyas matrices de transicidn se dan a continuacion:

0 01 0 0 0 O

(0,5 0 0 0,5 0| 0 020 0 04040

1/2 1/4 1/4 0 06 0 0 0,4 08000 02 00
A=[2/3 0 1/3 B=(0,3 0 0,7 0 C={0 000 O 1 0
3/52/5 0 0 0 1 0 O 0 01 0 0 0 O
0 1 0 0 | 0 0 007 0 0,30

0 000 0 0 1

9. Sea X una cadena de Markov con espacio de estados E= {r, w, b, y} y matriz de transicion
O 0 1 o0
|0 0406 O
10,8 0 0,2 0
02 03 0 0,5

a) Calcular la distribucién {Fi(w, b) : k= 1,2, ... } del tiempo de primer pasada del estado w al estado b por
simple inspeccién. idem para {Fk(b, b) : k=1,2, ... }
b) Clasificar los estados de la cadena X.

10. Sea X una cadena de Markov aperiddica e irreducible con m estados (m<©2). Suponiendo que su matriz

N
de transicion es doblemente markoviana, mostrar que 75(1) = ; ;1€ E eg sy distribucién limite. Recordar

gue una matriz se denomina doblemente markoviana si las componentes de cada fila y de cada columna
suman 1 respectivamente.
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11. Calcule la distribucion limite para la cadena de Markov cuya matriz de transicién es
1/2 1/4 1/4

A=(2/3 0 1/3
3/52/5 0

12. El siguiente grafo representa un proceso, cuyo comportamiento puede modelarse a través de una
cadena de Markov.

1/2

a) Estudie la cadena y sus estados.

b) Calcule, para cada i, j pertenecientes al espacio de estados E, la probabilidad de alcanzar el estado i a
partir de j en algin ndmero finito de pasos.

c) Calcule el nimero promedio de visitas al estado j partiendo del estado i.

d) Analice si existe para esta cadena alguna distribucion invariante. En caso afirmativo, obtenga una.

e) Analice si existe distribucidon limite para esta cadena. En caso de existir, hallela

Importante: todos los items deben estar justificados teéricamente, utilizando nomenclatura especifica.

13. Considere dos apostadores cuyos capitales suman $7 de manera que, cuando uno de ellos tiene los $7,
el otro llega a la ruina y el juego termina. Suponga que los jugadores apuestan $1 en cada jugada, que las
jugadas son independientes y que se tiene la misma probabilidad de ganar o perder. Sea X, el capital del
primer apostador al final de la n-ésima jugada.

a) Mostrar que X es una cadena de Markov con espacio de estados £={0,...,7} y calcular sus probabilidades
de transicidn.

b) Calcular la probabilidad F(i, 0) de llegar a la ruina a partir del capital inicial i para el primer jugador.

14. Considere las cadenas de Markov asociadas a las siguientes matrices de transicion

0 0 0,50 0,5

0,3 0,502 0 0 0,208 0
0 0 100

06 0 0,4 0 02 0 0 0,8

A= B={ 0 0 0 1 0 C=

0 0,2 0,4 0,4 02 0 0 0,8
0 0 0,60 04

0O 0 0208 0 0 1 0
0802 0 0 O

Para cada una de ellas
a) estudiar la cadena y sus estados
b) para cada i,j € E calcular la probabilidad de alcanzar alguna vez el estado j desde el estado i

¢) analizar si existe alguna distribucién invariante para esta cadena. En caso afirmativo, presentar una
d) analizar si existe distribucion limite para esta cadena. En caso afirmativo, encuéntrela.
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15. El Departamento de Relaciones con el Personal de una firma realiza un estudio de niveles de categoria
para proveer promociones adecuadas en el momento oportuno, controlar el pago de haberes, analizar
necesidades de contratacidon de personal, etc. Esta empresa tiene 20 empleados de categoria 3 (la mas
alta), 80 de categoria 2 y 200 de categoria 1 (la mds baja de todas). Basandose en datos histéricos, se
espera que el 35% de los empleados de la categoria 1, el 20% de la 2 y el 5% de la 3 dejen la empresa
anualmente por renuncias, despidos, jubilaciones, fallecimientos, etc.
Considerando las siguientes politicas de personal:

- mantener la misma cantidad de empleados (total y por niveles)

- realizar contrataciones solamente en el primer nivel

- dar promociones a los empleados una sola vez por afio
el gerente del Departamento encargé al grupo de Investigacion Operativa de la empresa:
a) averiguar qué cantidad de gente deberia contratarse y qué cantidad debera promoverse a la categoria
inmediata superior para mantener los niveles de empleados estables anualmente.
b) determinar el tiempo de permanencia promedio de un empleado en la compaiiia (indice de rotacién del
personal).
¢) calcular la probabilidad de que un empleado que recién ingresa a la firma llegue a la maxima categoria.



