Interpretacion geomeétrica:

A(R) = A(S) },’k
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Teorema del Valor Medio Ponderado para integrales: Sean [ y ¢ continuas en la,b]. Si g no
cambia de signo en [a, b], entonces existe £ € [a,b] tal que

[ ttarie = 166 [ stayi

Relacién entre integracion y derivacién.

Aunque el calculo diferencial y el cdlenlo integral surgieron de problemas en apariencia no relacio-
nados, el de la tangente v el del 4rea, Isaac Barrow (1630-1677) descubrié que estos dos problemas
estaban fntimamente relacionados. De hecho, se di6 cuenta que la derivacion y la integracion son, de
alguna forma, procesos inversos. Newton y Leibnitz explotaron esta relacién y lograron transformar
el calculo en un método matemético sistematico.

Dem: no la hacemos.

La funcion integral.
Definicién: Si f es integrable en [a, 2] para cada € [a,b], definimos la funcién g : [a,b] — R por

0= [ s
Ejemplos:

1).f (:c) =g, cOn T E [O b| , f es continua luego integrable

f() tit— E V:IE[{] b]

Area

& X by

Observar que ¢'(z) = f(z), es decir g es primitiva de f.
2) flw) =[], con [O 3], f es seccionalmente continua luego integrable

g(z) = Jy £(
SlU<$<1g = t]dt—foﬂdt
Sil=e<2, g(:r) fot]dt jot]dt—t-fl — [Yodt+ [F1dt=0+1(z —1) =z —1
312<m<39 fo foﬂdt+f11dt+f22df 0+1(2—1)+2—-2) =23
Luego _ ESA JF;,
0 s?OS:r<1 i
glz)= ¢ 2—1; ml=z<2 2

o 2r—3 si2<2<3 i B

g no es en\rab]e en :r: —=1,2,3 pero ¢'(z) = f(z) en (0,1) U (1,2) U (2,3). Pt
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Definicion: En general, si f es integrable en [a,z] para cada z € [a,b] v ¢ € |a, b] se puede definir

Flo)= [ joa wea

Observacion: si ¢,d € [a,b], F. y F, difieren en una constante. En efecto,

lﬁmﬁ—ﬁwmﬂz
3 /jf(t)dt—i—/:f(t)dt:

d
= /f(t)dt constante

Fi(z) — Fu(z)

Teorema (Primer teorema fundamental del cdlculo): Sea f integrable en [a,z] para cada
z € [a,b] v sea ¢ € [a,b], definimos

Fz) = /zf(t)dt para z € [a, b|

Entonces Fy es continua en [a,b] y ademds, si f es continua en z € (a,b), F, es derivable en z y

Fi(z) = f(z).

Dem: 1°) Veamos que F_ es continua en [a, b] mostrando que si z € [a, b], ,Hmﬂ Fxz+ h) = F(x).
+Sih>0: F(z+h) - F(z) = [Z f@)dt — [ f(t)ydt = [ f (1)t
— Como f es integrable en [a,b], f es acoétada en [a,b] y existen m, M € R tales que m < f(z) <
M Vz € [a, b]. Entonces mh < fi Sy )dt < Mh luego

mh = Fc(:c +h)— iz} < Mh

y €omo ]_11'(1}1 mh = Ihm Mh = 0, por principio de intercalacién Fhron (Fo(x+h)— F(z)) =0es
h—0+ —
decir

lfm Filz-+h) = E,(z)
Sih<0: F,(z) — F.(z + h) f h f(t)dt con igual argumento, tenemos

m( _R) 2 Fie) — Bz +B) < M(~h)
N — N, s
0 D0

luego F1113[)1_( () — Fo(z + h)) = 0 entonces

Jim. F.z +h) = F.(x)

Por lo tanto
lim F.(z + h) = F.(x)

h—0

resultando F, continua en z Vz € [a, b].
2°) Sea f continua en (a,b), veamos que existe F.(z) Yz € (a,b) y que Fi(z) = f(z).

32



— F,
- Sea h > 0 tal que 2 + h € (a,b), Fc(ijh;L e(z) — %f;*h f(t)dt

d € (z,z + h). Ahora estimamos

i f(d) para algiin

4
e !

= lim /()= lim f(@) = f(a)

f cont en x

lim

h—0+

FEfz 4+ h) — F(z)
h

F(‘ 5= ‘Fc z 2
- Sea h < 0 tal que z + & € (a,b), (@) __h(m i A L [F L f)dt T f(e) para algin

e € (z + h,z). Ahora estimamos e A
B Bilerl) mooe Blrh)=RlE) . G oot v s
hI—I»Ilgl— —h 0: hll&%l— h T JLEI(?* (5} 23 8{133_ f(e) fcor;en:r; f('B)

Observacidn: El teorema nos dice, bajo hipétesis de continuidad de f, que

F.(z) :/ Jf(t)dt  es una primitiva de f

Teorema (Segundo teorema fundamental del cdlculo): Sea [ continua en [a,b] y sea P una
primitiva de [ en (a,b). Entonces para todo ¢ € (a,b) vale

P(z) = P(c) + fI f({t)dt paratodo = € (a,b)

O bien 3
ff@ﬂ=Pm—P@

Dem: Sea g(r) = [Z f(¥)dt, como [ continua en (a,b), por el 1° teorema fundamental del céleulo,
¢'(z) = f(z). Es decir, g es una primitiva de f. Ahora como por hipdtesis P es una primitiva
de f, es g(z) — P(z) = k Vz € (a,b). En particular, para 2 = ¢ se tiene que g(c) — P(c) =k y
como g(c) =0, es k = —P(c), por lo tanto

entonces 1
/ f(t)dt = P(z) — P(c)
O

Observacién: El teorema anterior nos permite calcular integrales definidas, conocida una primitiva
de la funcién integrando y no como limite de sus sumas de Riemann. M4s precisamente,

f?mﬂ:mm—ﬂﬁ
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donde P es una primitiva de f.
Regla de Barrow

b
/ f(t)dt = P(z) = P(b) - P(a)

3

34 14
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Ejemplo: f13 iy = %

La funcién logaritmo definida como una integral. La funcién exponencial.

En AMI definimos la funcién logaritmo como inversa de la funcién exponencial y a su vez, a ésta, la
definimos "intuitivamente” en R, ya que no se definié correctamente a” con z irracional.

Vamos a definir aquf la funcién logaritmo como una integral y la funcién exponencial como la inversa
de ésta.

Definicion: Se llama funcidn logaritmo natural de x y se nota Inz a la funcién

In : R*"—=R
o
r — Inz= f —dt
&
Observaciones:
1) Inz estd bien definida pues la funcién inetgrando f(z) = % es continua en (0, +00).

Y]
m&m>me=ﬁ%ﬂ=Awn \\\

Si0<p<l,lnz=[" %dtz— :%dt:—"—A(Rg)

S = g1 ’
t

Por lo tanto, Inz > 0siz>1;Inz <0si0<z<1yInl =0 _ i‘/ 5

! ! % A X ~

3) Como f(z) = — es continua en RT, por 1°TFC tenemos que Inz es continua y derivable en R
N

siendo ademés (Inz) = — Vz € RY.
x

Teorema (Propiedades algebraicas de la funcién logaritmo natural): Sean z,y e R*, r € Q
entonces:
1) In(zy) =lnz+Iny

2) ln(é) =—Iny
&
In(—)=Inz —1
3) n(y) nz—lny

4) In(z") =rnz

: 1 1
Dem: 1) Sea, para y fijo, h(z) = In(zy), por regla de la cadena h'(x) = %y = luego h(z) y Inz

son primitivas de % y luego difieren en una constante
hMz)=Inz+c=In{zy) =lnzx+c
Si tomamos 2 = 1, A(1) =In(y) =In1 + c=r¢, luego
In(zy) =lnz+Iny
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