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Notos de clase

 Este material estd sujefo a correcciones,

comentarios y demostraciones adicionales
durante el dictado de Ilas clases no se
recomienda su uso a aquellos alumnos que no
concurran a las mismas i

Prof Nora Arnesi
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Experimentos aleatorios

v’ Es posible repetir cada experimento
indefinidamente sin cambiar esencialmente
las condiiciones

v' Aunque en general no podemos indicar cudl
sera un resultado particular, podermos
describir el conjunto de todos los resultados
posibles del experimento

v’ Cuando el experimento se repite un gran
ndamero de veces, aparece un modelo
definido de regularidad. Esta regularidad
hace posible la construccion de un modelo
con el cual analizar el experimento.
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Recordar!!

VA A A R

Al describir los diversos experimentos, se
debe especificar no solo el procedimiento
que se realiza sino también lo que
estamos interesados en observar.
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Espacio muestral

Dado un experimento € , definimos el espacio
muestral como el conjunto de todos los

resultados posibles e imaginables de € .

S S R

Seglin el nimero de resultados posibles :
= Finito

* |nfinito numerable

" |nfinito no numerable

-
-
-
-
-
-
-

-

-
-
-
-
e

-

-
-

-

e

-

S
-
-
= -
-
L =
-




Sucesos

Un suceso A -respecto a un espacio muestral

S asociado con un experimento €- es
simplemente un conjunto de resultados
posibles. En terminologia de conjuntos, un

suceso es un subconjunto del espacio
muestral .

T T e N R S

Sy O también son sucesos
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Combinacion de sucesos

Si A y B son sucesos, AUB es el suceso que ocurre si A o B (o
ambos) ocurren

Si A y B son sucesos, ANB es el suceso que ocurre si y solo si Ay
B ocurren.

Si A es un suceso, A es el suceso que ocurre siy sélo si A no
ocurre.

n
SiA,,...A es cualquier coleccion finita de sucesos, entonces \ ;A

es el suceso que ocurre si'y solo si al menos uno de los sucesos
ocurre.

n
SiA,,...A, es cualquier coleccion finita de sucesos, entonces (Mt A
es el suceso que ocurre si 'y solo si todos los sucesos A; ocurren.

Ildem sucesion infinita numerable
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Mutuamente excluyentes

Se dice que dos sucesos Ay B son
mutuamente excluyentes si no pueden

ocurrir juntos.
ANnB=09

Ejemplo: se prueba un artefacto electronico
y se anota el tiempo total de uso t,
supongamos que {t/t>0}

A={t/t<100} B={t/50<t<200} C={t/t>150 }
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Asignando probabilidades

Una de las caracteristicas basicas del concepto
de “experimento” es que no se sabe qué
resultado particular se obtendra al realizarlo. Es
decir, si A es un suceso asociado al experimento
no se puede indicar con certeza si ocurrird o no.
Por lo tanto resulta de interés tratar de asociar
un ndmero con el suceso A que mida de alguna
manera la posibilidad de que A ocurra.
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Frecuencia relativa

Para motivar el enfoque adoptado como
solucion al problema anterior supdngase
que se repite el experimento € n veces y
sean A y B dos sucesos asociados con E.
Sean n, y ng el ndmero respectivo de
veces que el suceso A y el suceso B
ocurrieron en las n repeticiones
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Definicion

La frecuencia relativa del suceso A en las n
repeticiones del experimento € se define como :
fa=n,/n y cumple las siguientes propiedades:

-

=V 0s<fy<1

-
= ¥ f, =1siysélosi A ocurre cada vez en las n repeticiones

A R\ Y | O L L

- ” P4 ” o o
= v f5=0siysélosi A nunca ocurre en las n repeticiones

: v" Si A y B son dos sucesos que se excluyen mutuamente
-

—
—
e

f aus=fa *+ f5
| = v f, basada en las n repeticiones del experimento se
= ™ estabiliza en torno al valor P(A) cuando n tiende a

. : infinito (realidad empirica)
=




Enfoque frecuencial

Repetir el experimento un gran nimero de
veces, calcular la frecuencia relativa y usar ese
ndmero para asignar la P(A).

+* {cudn grande debera ser el nimero de
repeticiones?

** Lo que se busca es un medio de obtener un
ndmero sin recurrir a la experimentacion

s* (LCOmMo debe ser ese nlmero para considerarse
satisfactorio? Naturalmente, si se realizaran un
gran namero de repeticiones la frecuencia
relativa deberia dar cercana a dicho valor.

L S L
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Definicion

Sea € un experimento y S un espacio muestral asociado
a dicho experimento. Con cada suceso A asociamos un
ndmero real, designado P(A) (probabilidad de A) que
satisfaga las siguientes condiciones:

v 0<P(A) <1

v P(S) =1

v Si A y B son dos sucesos que se excluyen mutuamente
P( AUB)=P(A)+P(B)

o SiA,..A,son sucesos que se excluyen mutuamente de
par en par, entonces:

o P(U.A)=P(A)+P(A)+..+P(A ) (a partir de esta se deduce

para cualquier n finito)

‘1.\."\1‘,\_,\,\,\\,\.\
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Teoremas

e Si @ es el conjunto vacio, entonces P(@)=0

e Si Aes el suceso complementario de A,
entonces P(A)=1-P(4a)

e Si Ay B son dos sucesos cualesquiera
entonces P(AuB)=P(A)+P(B)-P(AB)

e Si A, By Cson tres sucesos cualesquiera

P(AuBUC)=P(A)+P(B)+P(C)-P(AB)-
P(ANC)-P(BNC)+P(AnNBNC)

e Si A C B entonces P(A)< P(B)

AR TR (I L A O R M L O
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(Cémo calcular P(A)?

e Se establece para cada suceso A, asociado con
el espacio muestral de un experimento, un
niamero P(A) que satisface los axiomas. Sin
embargo es necesario hacer ciertas suposiciones
adicionales que conduzcan a un método para
evaluar dichas probabilidades. Si las
suposiciones no estdn garantizadas se debe
recurrir a la experimentacion para aproximar la
P(A) de los datos reales.

e Recordar que f(A) no es lo mismo que P(A)

L S N
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Espacio muestral finito

= ® Se considera el caso en que el espacio

muestral consta de un namero finito de
= elementos 5={q,q,,...qa,}

N

¢ = o A fin de caracterizar P(A) en este modelo
| = se considera el suceso que estd constituido

por un solo resultado, A={a.}

-

= A cada uno de los sucesos elementales {a.}
se le asigna un ndmero p. que satisface:




e (@) p,20,i=1,2,..k
o (b) pip,*..+P,=1

Es evidente que como {a.} es un suceso,
estas condiciones deben de estar de
acuerdo con las postuladas para las
probabilidades de sucesos en generall.
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\'.

e Si el suceso A estd formado por r
resultados, con /<r <k, es decir

* A={a;,a;,,....,a;,} donde jl,j2,...jr
representan cualquier subindice r de i,..,R
se deduce que P(A)=p;+...+p;. [*]

Resumen: la asignacion de probabilidades
p; a cada uno de los sucesos elementales
{a.}, sujeto a las condiciones (a) y (b),
determina de un modo dnico la P(A) para
cada suceso A S , en donde P(A) esta
dado por [*]
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Resultados igualmente probables

e Si los k resultados son igualmente
probables, se deduce que cada p=1/R,
porque p+..+p,=1 — Rp=1 paratodo i

e Si el suceso A consta de r resultados

P(A)=r/k
El modo de evaluar P(A) se indica:
P(A)= (#casos favorables a A) / (# posibles)
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Pensemos!

Supongamos que tenemos N objetos

S S R

a;,ads....dy

v Escoger al azar un objeto entre N,
significa que cada uno de los objetos

tienen la misma probabilidad de ser
escogido:

P(a)=I/N i=12,...N
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Recordar : debemos estar seguros de que
todos los resultados son igualmente
probables!!!!

\'u

e Escoger al azar dos objetos entre N
significa que cada uno de los pares (sin
considerar el orden) tiene la misma
probabilidad de ser escogido que
cualquier otro par

e Escoger al azar n objetos entre N (n<N)
significa que cada n-upla tiene la misma
probabilidad de ser escogida que
cualquier otra n-upla
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Probabilidad condicional

e Pensemos en un lote que esta
compuesto por:

AN AR R

80 articulos sin defectos
20 articulos defectuosos

Supongamos que elegimos dos articulos :
(a) Con sustitucion

(b) Sin sustitucion
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Calculando probabilidades...

e Se definen los siguientes sucesos:

T T e N R S

A={el primer articulo es defectuoso}
B={el segundo articulo es defectuoso}

= Si escogemos con sustitucion
P(A)=P(B)=1/5

= Si escogemos sin sustitucion?
..deberiamos conocer si A ocurrid o no
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...entonces?

Sean A y B dos sucesos asociados con un
experimento €. Se indica con P(B/A) a
la probabilidad condicional del
suceso B dado que A ha ocurrido.

En el ejemplo : P(B/A)=19/99

R S

Cada vez que calculermos P(B/A) vamos a calcular
la P(B) en el espacio muestral reducido de A
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Definicion

Probabilidades condicionales:

I S R

\

P(A/B)= P(A N B)/IP(B) P@E»o

P(B/A)= P(A N B)/IP(A) p@yo

Ayuda: pensemos en la frecuencias relativas!

I A~ B/ A representa la frecuencia relativa de b entre esos resultados en que A ocurrié
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Recordar!!

Hay dos maneras de calcular la
probabilidad condicional P(B/A)

v directamente considerando la

probabilidad de B en el espacio muestral
restringido A

v'Usando la definicién, donde P(A N B) y
P(B) se calculan con respecto al
espacio muestral original.
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Otra forma de escribir la probabilidad
condicional...

P(A N B)=P(B/A)P(A)
Lo que equivale a
P(A N B)=P(A/B)P(B)

Conocido como...
teorema de la mu/t/p/icacién de probabilidades

P(A,NA,N... NA) = P(A)P(A,/A)P(A,/AA)..P(A /AA,..A.)
Ver casos especiales pdg:38



Recordar....

Se consider6 que dos sucesos A y B que no
pueden ocurrir simultdneamente se los
denomina mutuamente excluyentes (ANB=0Q )
Y...

v’ se indicd que si A y B son m.e. P(A/B)=0,
porque B impide la ocurrencia de A.

v Ademas si A C B, P(B/A)=1

En estos casos sabiendo que B ocurrid, hay una

informaciéon precisa referente a la probabilidad
de la ocurrencia de A.

AN AR R
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Sucesos independientes

Sin embargo hay muchos casos en los cuales se sabe que si un suceso B ocurre,
no tiene influencia alguna en la ocurrencia o no ocurrencia de A, en esos
casos se dice que A y B son sucesos independientes.

(Qué sucede si son independientes?

P(A/B)= P(A N B)/P(B) = P(A)
P(B/A)= P(A N B)/P(A) = P(B)

Sin embargo utilizar esta forma de comprobacion requiere que P(A) y P(B)
sean mayores que cero. Para subsanar este inconveniente se puede
considerar :

P(A N B)= P(B/A)P(A)
P(A n B)= P(A/B)P(B)

..suponiendo que las probabilidades condicionales sean iguales a sus
probabilidades no condicionales correspondientes resulta:

P(A N B)= P(B/A)P(A) =P(B)P(A)
P(A n B)= P(A/B)P(B) =P(A)P(B)
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Sucesos independientes

Por definicion, dos sucesos A y B son independientes
si y sOlo si:
P(A N B)=P(B)P(A)

Se dice que tres sucesos A, B y C son mutuamente

independientes si y sdlo si todas las condiciones
siguientes se mantienen:

.« P(AnB)=P(B)P(A) PB nC)=P(B)P(C)
« P(A N C)=P(A)P(C)
" = P(An BN C)=P(A)PB)P(C)
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Sucesos mutuamente
independientes

Los n sucesos A, A,...,A_ son
mutuamente independientes si y solo
si tenemos para k=2,3,...,n

R S

P(A, MA, ... NA,) = P(A,)P(A,,) ...P(A,)

Hay 2"-n-1 condiciones anotadas
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Particion del espacio muestral

Se dice que los sucesos B,, B,,..., B, representan
una particion del espacio muestral S si:

v BN B. =@ para todo i#j
7L
4 P(B|)> O para todo i

v" Es decir cuando se realiza el experimento
ocurre uno y sélo uno de los sucesos B.
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Particion del espacio muestral y un
suceso de interés....

Sea A un suceso con respecto a S y sea
B, B.,...., B, una particion de S.

A puede descomponerse como la union de
sucesos mutuamente excluyentes

A=A NB, UANB, U... U ANB,
P(A)=P( AnB,)+P( AnB,)+... + P(ANB,)
P(A)=P( A/B))P(B,)+P( A/B,)P(B,)+... +P(A/B)P(B,)



Teorema de Bayes

Sean B, B,,..., B, una particion del espacio
muestral S. Sea A un suceso asociado a S,
aplicando la def. de probabilidad
condicional se puede escribir:
g4 TABRB) . o
2 RA/B)RB)
j4

S S R
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