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Notas de clase

Este material esta sujeto a correcciones,

comentarios y demostraciones adicionales
durante el dictado de /las clases, no se
recomienda su uso a aque//os a/umnos que no
concurran a las mismas i

- Prof. N'o_mAmesi ot e
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- Variables aleatorias continuas

~ Sea X: S—R,
~ si Rx es infinito no numerable decimos
~que X es una variable aleatoria continua
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VA A A R

\Variables aleatorias continuas

e Se dice que X es una variable aleatoria continua si

existe una funcién f, llomada funcion de densidad de

probabilidad (fdp) de X, que satisface las siguientes
condiciones:
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== (a) f(X)=0 Vx
2 (®) | rx)dx=1

2000000

= () Para cualquier a, b, tal que -« <a<b <+
b
tenemos Pa<Xx <bh)= j £ (x)dx




Funcion de distribucién acumulada

Sea X una v.a. continuag, llamamos

VA A A R

Funciéon de distribucion acumulada a
F: R—R
x —>P(X <x)= j f(@)dt

\

donde f es la fdp asociada a X
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Caracteristicas

e K es continua

I LI L AL A L I R I

 F es derivable en los puntos de continuidad
de f. Ademas F'(x)=f(x)

* F es no decreciente
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Distribucion Uniforme

e Supongamos que X es una variable
aleatoria continua que toma todos los
valores en el intervalo /a, b/, en donde

a y b son finitos. Si la fdp de X estd dada

por 1
f(x)= a<x<Db,

b—a
=0 en otro caso

decimos que X se distribuye uniformemente en el
intervalo [q, b]



Valores caracteristicos

e \erifigue que:
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Algunas consideraciones

e Una v.a. uniformemente distribuida tiene una
fdp que es una constante en el intervalo de
definicion. A fin de satisfacer la condicion de
cierre esta constante debe ser igual al reciproco
de la longitud del intervalo. ; Puede verificarlo?

Una v.a. distribuida uniformemente es la
analogia continua a los resultados igualmente
probables. Para cualquier intervalo /¢, d/, en
donde a<c<d<b, P(c<X <d) eslamisma
para todos los subintervalos que tienen la misma
longitud. ...... JY...cudl es?
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Ejemplo

Se puede suponer que la dureza, H de
una muestra de acero (medida en escala
Rockwell) es una wvariable aleatoria
continua distribuida uniformemente sobre

[50,70]. Por lo tanto

1
hy=— 50<h<70
==

=0 para cualquier otro valor



Ejemplo (continuacion)

Determine la P(55< X <65)
Ejercicio:

Supdngase que X se distribuye U [-q, +a],
con o > 0.

VA A A R

\

D

etermine 0 de modo que satisfaga:
P(X > 1)=1/3
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Funcion de distribucion acumulada de una
variable distribuida uniformemente
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F(x)=P(X <x) :j f(s)ds

= si X<a
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La distribucion exponencial

Una variable aleatoria continua cuya funcién de
densidad es:

(

ae “six>0

N DR

x)=+
f() 0 en otro caso >0

se dice que tiene una distribucidon exponencial
de pardmetro «

X ~exp(@)

A pensar!!!! Verifique la condicion de cierre
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Funcion de distribucién acumulada

e Sea X v.a.c. con distribucion exponencial
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IOdtzO six<O0
F(x)=| f(e)dt=17"

X
jae_“tdt =1—-e* six>0
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Falta de memoria!!!

¢ Propiedad de la falta de memoria
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P(X>t+al/X>a)=P(X >t) Vta eR’

Dem)

P(X>t+a,X>a) P(X>t+a)
P(X>t+alX >a)= = =

P(X >a) P(X >a)

1-P(X<t+a) e

1-P(X <a) - 1—(1—e_0”) B e ¢
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Valores caracteristicos
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Distribucion normal

e La variable aleatoria X, que toma todo
los valores reales -oco< x <oo, tiene una

distribucion normal (o Gaussiana) si su fdp
es de la forma

S S R

L
f(x)z\/ﬂo_e

donde los pardmetros |l y O deben satisfacer :

—co < fI<+0 5 0>0
X~N(,u,0'2)
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Propiedades

La distribucion normal sirve como una buena
aproximacion a una gran cantidad de distribuciones

Propiedades:
a) f(x)=0

oo
b X —
) jf(x)dle Ayuda :t = a
O
e Forma de campana. Simétrico con
respecto a 1 y con puntos de
inflexibn en x= U +/- O

-
-
—
-
>
. =
-
-
-
2
-
.
= -
=
L =
= &
.-
-
-
o
-
.
= -
= &
L =
= &




Ejemplos

[=] Distribuci ones normales con distinta desviacidn estandar eigua media

[b] Oistriboci ones nomnales con diferentes medias & igual desviacidn estandar
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Normal estandarizada
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X_
X~N(,u,0'2), entonces z=( H) ~N(0,1)
o

\

Por lo tanto: ,

en general
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#(s)= [ e dy




Tabulacion

Z~N(0,1)

luego

N DR

1 ¢ e
P(aSXSb)zmge
Esta integral no puede evaluarse por los
métodos ordinarios. Para su resolucion se
utilizan los métodos de integracion numeérica,
y por suerte!!! Las P X<s)=¢(s) estan
tabuladas!!!
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Funcion de una variable aleatoria

El radio en milimetros de los discos que produce cierta
maquina se considera una variable aleatoria X.

Supongamos que ahora se quiere considerar el area de
dichos discos, es decir 7X° entonces Y =zX> es otra
variable aleatoria

H(X)-zXx’
X =Y

Se quiere hallar la distribucion Y=H(X) en funcién de
la distribucién de la variable original X
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Extension del concepto de “sucesos equivalentes”

Sea € un experimento y S un espacio muestral asociado a
dicho experimento. Sea X una v.a. definida en S.
Supongamos que y=H(x) es una funcién real de x. Entonces
Y=H(X) es una variable aleatoria puesto que para cada ¢
se determina un valor de Y, sea y=H[X(s)].




Definicion

RXI Recorrido de X, es el conjunto de valores posibles de X

RY: Recorrido de Y, es el conjunto de valores posibles de Y

Sea C un suceso (subconjunto) asociado con el recorrido
de Y, R,. Se define el suceso B = R, de forma:

B={xe R, :H(x)e C|
B es el conjunto de los valores de X tales que 1 (x)e C

Si B y C estan relacionados de esta manera se denominan
sucesos equivalentes
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Definicion

e Sea X una v.a. en el espacio muestral S.
Sea Ry el recorrido de X. Sea H una
funcion real y consideremos la variable
aleatoria Y=H(X) con recorrido Ry. Para
cualquier suceso C contenido en Ry se

deﬁne P(C):P[{xe R, ;H(X)G C}i|

La probabilidad de un suceso asociado con el recorrido de Y esta

definida como la probabilidad del suceso equivalente (en funcion
de X)
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Probabilidad de sucesos equivalentes

P(C)=P[{xe Ry :H(X)e C}]=P|{se s:H(X(5))eC}]

LR LR

\

Ejemplo:

Sea X una variable aleatoria con fdp

f(x)=e* x>0

H(x)=2x+1. comoR, ={x/x>0}.. R, ={y/y>1}
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Continuamos con el ejemplo...

e Supongamos que se define C ={Y >5]
e A qué suceso es equivalente? (en Ry)
e Cudles la P(C)?
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1f>(c):1f>{1/25}:i
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Caso 1:

e Si X es una variable discreta e Y=H(X),
entonces se deduce que Y es también v.a.
discreta.

N DR

e Si es posible numerar los valores que
asume X, también es posible numerar los
valores que asume Y:
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Probabilidades de Y

Ejemplos:

X:-1,0,1 con probabilidades 1/3,1/2,1/6
a) Y=3X+1

b) Y=X?

=

xl.) i=12,..n,......
)=P(Y=y)=P(X=x)=p(x)
)=P(Y=y)=P(X =x,)+P(X =x,) +...= p(x,) + P(x;,) +..




Caso 2

e X es una variable aleatoria continua
» Y es discreta (a)
» Y es continua (b)
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(a) X toma todos los valores reales e Y se
define: Y=-1 s1 X<0 ;Y =1 s1 X>0
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Continuaq, continua

(b) X es v.a.continua con fdp

(I (I LS A A A R A

2x, O<x<l
=0 enotrocaso
H(X)=3X+1
1.Obtener G ( y)
2.Diferenciar G(y) con respecto a y, para obtener g(y)
3.Determ.los valores de y para g(y)>0
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Teorema

¢ Sea X una v.a. continua con funcién de
densidad f(x), seay=H(x) una funcion
estrictamente monotona y derivable para
todo x. Luego la variable aleatoria
continua Y=H(X) tiene como funcién de
densidad f(y) a:
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...y si H no es estriccamente creciente???

e Ejemplo: Determinar la funciéon de
densidad de Y=4-X° sj x-~U[-1]]

donde H(x)=4-x no es estrictamente
monétona en R, =[-1,1]
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si3<y<4

éen otro caso
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Esperanza de una funcion
de variable aleatoria

o SiX esdiscreta, y=H (x) (cualquiera)

=D YR (y)= D H(x)P ()

YERy XeRy

e Si X es continua, Y discreta

=2 yP(y)= 2 jH x)fy (x

YE Ry BeIm

e Si X escontinua, Y contmua

VA A A R
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E(Y)=Tyfy(y)dy=Tny( ® gy = IH )fx (x)dx

d
P = y

monotona creciente
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