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Notas de clase

Este material esta sujeto a correcciones,

comentarios y demostraciones adicionales
durante el dictado de /las clases, no se
recomienda su uso a aque//os a/umnos que no
concurran a las mismas i
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Varlables aleatorlas b|d|men5|onales
0 de mayor dlmen5|on

un:> un expenmen’ro Glea’rono

S ﬂﬂ:> el espcao mues’rral osocmdo con €

X: S—>R . dos funaones que asignan un
Y:S—»R ¥ nimero reql a cadaresultado se S

%®

(X Y ) varzable aleatoria bldzmensmnal ( vector aleatOrzo )

X—X(s) Y—Y(s)
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Variable aleatoria n-dimensional

Si X, =X,(5),X,=X,(s),....X, =X, (s)

VA A A R

son n funciones, cada una de |las cuales
asigna un numero real a cada resultado se S

\

(X,,X,,...,X,) variable aleatoria n-dimensional (vector

aleatorio n-dimensional)

Vector aleatorio puede ser discreto o continuo

N

Todas las variables son del mismo tipo
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Distribucion de un vector aleatorio
bidimensional

e (X,Y) m==> Vector aleatorio discreto

VA A A R

_ _ _ Funcion de probabilidad
p(x,y)—P(X—x,Y—y) conjunta ¥

\

a) p(xy)z0

b) Z p(x,y):l

(xa)’)ER(XxY)

)SiM cR, = Y p(xy)

(x,y)eM

-
-
B
-
-
-
-
-
-
-
-
-
e
-
-
-
-
-
-
S
-
-
= -
-
L =
-




Distribucién de probabilidad conjunta de (X,Y)

{(x.y.p(x)/(x.7)€ Ry |

p(X’Y)
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Funcion de distribucién acumulada

F:R* >R
(x.y) > F(x,y)=P(X<x,Y<y)=> p(u.v)

UX
vy

(I (I LS A A A R A
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Ejemplo

La entrada de un sistema de comunicacion binario es una
variable aleatoria X que toma los valores 0y 1 con
probabilidades % y V4 respectivamente. En algunas ocasiones,

debido a errores causados por ruidos en el sistema, la salida 'Y
difiere de la entrada X.

La distribucion de probabilidad conjunta del vector (X,Y)

X
Y
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Distribuciones marginales

e (X)Y) we——= . a. bidimensional discreta con

(I (I LS A A A R A

® D(X,y) we=== funcion de probabilidad conjunta

py R, = R

y— ) p(xy)

Xe Ry
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Pensemos
X
b ;O

0

S S R
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Qué probabilidad haye....

P(Y=0/X=0)=
P(Y=1/X=0)=?

X=0

p(0.0) =2%2 -

P(O’l) =%2

Px (0) = 2%2 /
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Distribuciones condicionales
pX/Y=y (X) :RX %R
Pyyyoy (X)=P(X=x/Y=Yy)

P(X=x/Yzy)=p(x’y)

pY/X=x(y) ‘R, -R
Prix=c(¥)=P(Y=y/ X =x)

P(Y=y/X=x)



Variables aleatorias independientes

(X,Y) un vector aleatorio discreto con
funcion de probabilidad conjunta p(x,y)

XeY vw=> sonindependientes

VA A A R

\

si se cumple algunas de estas condiciones:

l.p(x,y)=pX ('x)pY(y) v('x’y)ER(XxY)
2. Pxiy=y (X)=pX (x) V(x,y)e R(XxY)
3-py/X=x(y):pY(y) V(x,y)e R(XxY)
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5sQuUEé pasa en el ejemploz?...

p(0.1) :%2 Px (O) = 2%2 :%
p(1,0) :%2 px (1) :%2:% Dy (O) B 2%2

p(L1) =, p(=8,=V  p(1)=%,

P(Y=0/X=0)=2}

AT (Y L A A R W

4 P(X=0/Y=0)=2)/.

P(r=1/X=0)=%), P(X=1/Y=0)=2,
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Ejercicio propuesto

En un anuncio luminoso hay fres [dmparas en la primera fila y
cuatro ldmparas en la segunda fila .

X: nUmero de [dmparas de la primera fila que se funden en un
instante de tiempo t

Y: nUmero de Ildmparas de la segunda fila que se funden en el
MismMo instante de fiempo.

La funcion de probabilidad conjunta viene dada por

Y
X 0 | 2 3 4
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Encontrar....

Dy (x) Vxe R,

th'qllll‘nl\.\"'.,ll"'

py(y) VyeR,
P(X=3/Y=2)=
PY=0/X=3)=

= 5Son X e Y v.a. independientese. Justifique
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Distribucion de un vector aleatorio

e (X,Y) mw==> Vector aleatorio continuo

L S R

\

f ( X, y) Funcion de densidad conjunta

c)SiM C R(M) = Hf(x,y)dxdy

M
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Funcion de densidad de probabilidad

F(yp ¥a)
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A partir del caso discreto pensamos el caso
continuo....

e Caso discreto

(I (I LS A A A R A

F:R° >R
(x,y) = F(x,y)=P(X <x,Y<y)=> p(u.v)

o Caso continuo

F:R* >R
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Distribuciones marginales

e (X,Y)v. a. bidimensional discreta con funcion de
probabilidad conjunta p(x,y),

L S R

\

Py Ry, >R py:R, >R
x— ) p(xy) y— ) p(xy)

YERy xeRy

* (X,Y) v. a. bidimensional continua con funcion de
densidad conjunta f(x,y),

fi:R, SR f,:R, >R
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Distribuciones condicionales

e Caso discreto
Pxiy=y (x) 'Ry - R

p(xy)

Px vy ()= o () py () >0

LR LR

\

e Caso continuo

(X,Y) con fdp f(x,y) y fdp marginales f\(x) y f(y). La funcion de
densidad condicional de X para Y=y dada, se define:
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Funcion de una variable aleatoria

Z=H(X,,X,,...,X,) H funcion real definida en DR’

LR LR

E(Z)="

\

Caso discreto:

E(Z)= Z H (X, %500 X, )P (X, Xy 50e0 X, )

(X 5% 5o X, JER( X% XX, )

Caso continuo:

E(Z) = j H(xl,xz,...,xn )f(xl,xz,...,xn)dxl....dxn
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(I (I LS A A A R A

(X5 seresx, JER( X %.. XX,

Caso continuo
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Suma de variables aleatorias

Z=aX +a,X,+......4+a X, ae€RVi=1,..,n

L S R

\

|4 ( 7 ) + Zn: aV ( X ) Cuidado no vale la
=l fgualdad/!

A pensar!!!!
Si n=2, a =a,=1

V(X +X,)=?
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Covarianza

La covarianza de X, y X, esta definida como:

COV(Xsz) — E(X1X2)_E(X1)E(X2)
Atencion!!!

Si X, y X, sonv.a.independientes =Cov( X,, X, ) =0

X

A trabajar!!! Demostrar para el caso discreto y continuo
que vale =



Importante!!

e Teorema: Si X, ,X,,....X  variables
aleatorias /independlientes dos a dos

(COV(Xi,X,-)=0Vi¢j) entonces:

I LI L AL A L I R I

\

V(e X, +a,X,+..+a X, )= Zn:aizV(Xi)

i=1
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Coeficiente de correlacion

e Sean X e Y dos variables aleatorias

cualesquiera, llamamos coeficiente de
correlacion lineal:

VA A A R

\

_ E{{X-E(X)|[Y-E(Y)]]
JV(X)V(Y)

Py

Notar que:
v" Es una medida adimensional

v" Es la covarianza cambiada de escala. Es la cov de dos variables
estandarizadas
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Para recordar!!

* S1 X e Y son independientes, entonces Py =0

I LI L AL A L I R I

\

Que el coeficiente de correlacion sea 0, indica que las
variables no estd linealmente relacionadas, pero
pueden presentar otro patron de relacion.
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Propiedades

L. |py| <1
2. py=1 & Y=aX+b aeR|

(I (I LS A A A R A

3. py=—le Y=aX+b aeR

A trabajar!!!

Verificar 1,2y 3
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Distribucion de la suma de variable aleatorias

Propiedades reproductivas

I S R

> Distribucion de Poisson

\

Sean :
X.~P(A) i=Ll..,n independientes,
entonces

X +X, +.+X ~PO(Z/11.)

i=l1

-
-
B
-
-
-
-
-
-
-
-
-
e
-
-
-
-
-
-
S
-
-
= -
-
L =
-




Propiedades reproductivas

» Distribucién Normal
Sean
X. ~N(u,0,) i=1,..,n independientes,

entonces

X +X,+.+X, ~ N(Zn:,ui,+ /Zn:of)
i=l1 i=1

Esta propiedad vale para cualquier combinacion lineal

Es decir, bajo las mismas condiciones se cumple :

aX, ta,X,+..+a X ~ N[(Zai,ui,+ Zaizo-l? )]

i=1 i=1
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Teorema central del Limite

Sean X,,X,,...,X, variables aleatorias cualesquiera
independientes con

E(X,)=x y V(X,)=0] [finitasVi=12,....,n
Entonces .

Cuandon = o, X, + X, +...+ X, tiene una distribucion

n n
. / 2
aproximadamente normal, con pardmetros E Uy / E O,
i=l

i=l
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T.C.L....

Sean X,,X,,...,X, variables aleatorias cualesquiera

independientes e idénticamente distribuidas, con
E(Xl. ) =l V(Xl. ) =0’ finitas Vi=1,2,....,n
Entonces :

Cuandon — oo, X, + X, +...+ X tiene una distribucion

: . 2
apmxzmadamente n0rmal, con parametros nuy \Vno
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Aplicaciones

e Variable aleatoria binominal :

VA A A R

X: numero de veces que ocurre A en las n
repeticiones de la experiencia Bernoulli

X ~B;(n,p) p=P(A)

1 siocurre Aenlai—ésima repeticion
0O enotro caso

X = Z X, dondelas X, son independientes
i=1

E(X,))=p V(X,)=p(l-p)
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entonces....

(I (I LS A A A R A

sin — oo entonces la distribucion de X se

puede aproximar por una normal de parametros

p=np o=\np(-p)
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Para pensar.....

Sean X, X,,...,X, variables aleatorias cualesquiera
independientes e idénticamente distribuidas, con
E(X,))=p y V(X,)=0" finitasVi=1,2,...,n

Entonces :
_ 1
Cuandon — oo, X = —Z X, tiene una distribucion
n o=

aproximadamente normal, con pardmetros :

E()?)zz,?

V(X)=¢?
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Para pensar!!

e Variable aleatoria de Pascal:
X ~ Pascal(r, p)

X: numero de veces que se tiene que repetir la experiencia
de Bernoulli hasta que ocurra A por r-€sima vez

VA A A R

X;: numero de veces que se repite la experiencia de
Bernoulli hasta que ocurra A

X, ~Ge(p) i=1,..r con X, independientes

X =3 X, ~ 2999

i=1
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Para pensar!!

e Variable aleatoria de Erlang
T ~Erl(A,n)

T’,: tiempo transcurrido hasta el n-ésimo evento de Poisson

E;: tiempo transcurrido entre el (i-1)-ésimo evento 'y el i- ésimo
evento.
E ~Exp(A) i= E. son independientes

T =Y E
i=1

~.81n — oo, entonces T, se distribuye aproximadamente normal

con los siguientes pardmetros

=
l »
E )
>
>
=
=
-
| »
-
. o
I
! o
|
4
=
-
-
| »
-
. o
| o
: o>
| o
B




Desigualdad de Chebyshev

e Sea X una variable aleatoria con E(X)=u y
sea ¢ un numero real cualquiera. Entonces,
si E(X—c) esfinita y ¢ es cualquier niimero
positivo, se tiene:

Pl|X —c>¢] SéE(X —c)’

VA A A R

\

Eligiendoc=1y € =ko, se obtiene :

P||X -4 2ka]sk—12
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Ley de los grandes nameros

e Sea € un experimento y A un suceso asociado con
¢. Considerando n repeticiones independientes de
g, sea n, el numero de veces que ocurre A en las
n repeticiones, y sea f,=n,/n. Sea P(A)=p (que se
supone 1gual para todas las repeticiones)

* Luego para cualquier nimero positivo €, se tiene:

p(1-p)

o equivalentemente




Otra forma equivalente

limP||f, —p|<e|=1 Ve>0

n—o0
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