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Notas de clase

Este material esta sujeto a correcciones,

comentarios y demostraciones adicionales
durante el dictado de /las clases, no se
recomienda su uso a aque//os a/umnos que no
concurran a las mismas i
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Procesos estocdsticos

En campos muy diversos fiene interés el estudio
de fendmenos en los que una o mMaAas
caracteristicas aleatorias fluctuan a lo largo del
tiempo. Por ejemplo:

En el andlisis de un sistema informdtico la carga del

sistema, los fiempos de espera y los fiempos de respuesta
fluctuan a lo largo del dia.

En un proceso industrial confinuo tanto los pardmetros
del proceso (temperaturas, presiones,...)] como las
caracteristicas de calidad (densidad, indice de
fluidez,...) fluctian a lo largo de la produccion .

En una compania eléctrica la demanda de potfencia
fuctUa a lo largo de las horas del dia.



Por |lo tanto...

e Necesitamos una herramienta que
modele procesos aleatorios en el

tlempo, y para ello usaremos |os
procesos estocasticos

e Un proceso estocdstico es uno
familia de variables aleatorias
parametrizadas por el tiempo.
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Procesos estocdsticos

e Un proceso estocdastico es una familia de
variables aleatorias definida sobre un
espacio muestral Q . Es decir:
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X, Q>R, teT}

w— X (0)=X(w,1)
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Procesos estocdsticos

e Tendremos que X es una funcion de dos
argumentos. Fijado a=w,, obtenemos
una funcion determinista (no aleatoria):
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X(@): T—->R

t— X(t,w,)
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Procesos estocdsticos

e Asimismo, fijado t=t,;, obtenemos una
de las variables aleatorias de |la familia:
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X(t,,): Q>R

w— X(t,, o)
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Procesos estocdsticos

e El espacio de estados E de un proceso
estocastico es el conjunto de todos los

posibles valores que puede tomar dicho
Proceso:
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E={X,(0)lteT rwe Q]
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Eiemplo de proceso estocastico

e Lanzamos una moneda al aire 6 veces. El

jugador gana 1 $ cada vez que sale cara (C), vy
pierde 1 $ cada vez que sale cruz (F).
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e X, = estado de cuentas del jugador después de
la i-ésima jugada

e La familia de variables aleatorias {X;, X,,..., X,}
constituye un proceso estocdstico
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Eiemplo de proceso estocdstico

.+ QO={CCCCCC,CCCCCF,...}

e #(Q)=26=64

e P()=1/64 V 0eQ

e T={1,2,3.4,5,6)

e S={-6,-5,...,-1,0,1,2,....5,6)
. X,(Q)=(-1, 1)

* X,(Q)={-2,0, 2}
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Eiemplo de proceso estocastico

e Si fijo w, por ejemplo w,=CCFFFC,
obtengo una secuencia de valores
completamente determinista:

o« X,(0)=1, X,(0)=2, X;(®)=1, X,(,)=0,
X;(0)= —1, X,(00,)=0

 Puedo dibujar con estos valores la
trayectoria del proceso
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Eiemplo de proceso estocastico

e Sifijot, por ejemplo t,=3, obtengo una de
las variables aleatorias del proceso:

X,: Q>R

w— X, (o)
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e Los posibles valores que puede tomar €l
proceso en t;=3 son: X;(Q)={-3, -1, 1, 3}
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Eiemplo de proceso estocastico

e Podemos hallar la probabilidad de que el
proceso ftome uno de estos valores:
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P[X,(w) = 1]=P|CFC]+ P|CCF|+P[FCC|=3

P[X,(w) =3|=P|CCC]|= :

P[X,(w) = —1]=P|FCF]

P[X;(@)=-3]=P]
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Clasificacion de los procesos
estocdsticos

E discreto E continuo

T T e N R S

Sucesion de
variables
aleatorias
continuas

T discreto Cadena

Proceso Proceso

T continuo :
puntual confinuo
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Ejemplos de los tipos de procesos
estocasticos

Cadena: Eiemplo anterior

Sucesion de variables aleatorias continuas:
cantidad de lluvia caida cada mes

Proceso puntual: NUmero de clientes
esperando en la cola de un supermercado

Proceso continuo: velocidad del viento
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Cadenas de Markov (CM)

Es un proceso estocdstico con conjuntos
de instantes de observacion, T, infinito

numerable y espacio de estados, E,
discreto.
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Notacion:

X =i el proceso estad en el estado i en el
instante n

L S R

\

P(l’]):P(XnH :]/Xn :l)

ofe ° o 7
es la probabilidad de transicion en un paso

P(i,j)=0 Vi, jeE
Y P(i,j)=) P(X,,, =j/X,=i)=1 VieE

jeE JjeE
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Diagrama de transicion de estados

e El diagrama de transicion de estados de
una CM es un grafo dirigido cuyos hodos
son los estados de la cadena y cuyos
arcos se efiguetan con la probabilidad
de transicion entre los estados que unen.
St dicha probabilidad es nula, no se
pone arco.

0 (1)
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Eiemplo: linea telefonica

e Sea una linea ftelefonica de estados
ocupado=1 y desocupado=0. Si en el
instante t estd ocupada, en el instante
t+1 estard ocupada con probabilidad
0,7 y desocupada con probabilidad 0,3.
Si en el instante t estd desocupada, en
el t+1 estard ocupada con probabilidad
0,1 y desocupada con probabilidad 0,9.
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Eiemplo: linea telefonica
0,9 0,1
P =
0,3 0,7

0,1
0,3
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Ejemplo: buffer de E/S

e Supongamos que un buffer de E/S fiene
espacio para M paqguetes. En cualquier
iINnstante de fliempo podemaos insertar un
paquete en el buffer con probabilidad a o bien
el butfer puede vaciarse con probabilidad B. Si
ambos casos se dan en el mismo instante,
primero se inserta y luego se vacia.

e Sea X,=n° de paquetes en el buffer en el
instante 1. Suponiendo que las inserciones y
vaciados son independientes entre si e
independientes de |a historia pasada, { X; } es
una CM, donde S={0, 1, 2, ..., M}
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Ejemplo: buffer de E/S

o1 —oc—B+ocB —oc—B+ocB —oc—B+ocB

a(1-B) =8
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Ejemplo: Lanzamiento de un dado

e Se lanza un dado repetidas veces.
Cada vez gue sale menor que 5 se
pierde 1 $, y cada vez que sale 5 6 6 se
gana 2 $. El juego acaba cuando se
tienen 0 $ 6 100 §.

e Sea X;=estado de cuentas en el instante
t. Tenemos que { X; } es una CM

e S={0,1,2,...,100}
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Ejemplo: Lanzamiento de un dado

1

0 2/3 o0 2/3 0 2/3 o 2/3 @ 2/3 2/3

1/3 1/3 1/3 1/3

1

2/?;2. 2/3 . 1/3 @

1/3 1/3 1/3




Ejemplo: organismos unicelulares

e Se fiene una poblacidon de organismos
unicelulares que evoluciona asi: cado
organismo se duplica con probabilidad
1-p 0 muere con probabilidad p.

e Sea X, el n® de organismos en el instante n.
LaCM {X, }tendraS={0,1,2,3,...}=N

e Si hay i organismos en el instante n, en el
INnstante n+1 tendremos k organismos que
se dupliguen e i-k gue mueran, con lo
que habrd 2k organismos.
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Ejemplo: organismos unicelulares

e Mediante la distribucion binomial
oodemos hallar las probabilidades de
fransicion q; o (el resto de
orobabilidades son nulas):
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Teoria del inventario

e El stock es chequeado periodicamente
en los instantes 1, 1, 1,,...1,,.. sl para
algun instante n, el stock en t, es inferior
a s hago una compray lollevo aS.
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Sean para cada n:
. demanda del bien en stock en [t .1,)
. stock del bien hasta el tiempo 1,

> N
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objeto de estudio:

Proceso estocastico X ={X,/ne N}
r)(n(‘/‘})_znﬂ(‘/‘})SiS<)(n( )<S/\Zn+1( ) Xn(w)
Xn+1(w) S Zn+1( ) San(W)<S /\Zn+1(W)SS

O enotrocaso
§
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S17Z. ., .,la demanda del bien en el periodo [t ,t .,)€es

independiente de los sucesivos stocks X ,X,,.....X ;; es decir:

Pz, =klX,,..X,)=P(Z
entonces
P(X

=k/X,)

n+1
X goza de la propiedad

=j/X ) Markoviana.Es cadena de

=jlX,,.
Markov con E={0,1,...,5}
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Propiedades de las cadenas de Markov

Conociendo la matriz de transicion P y la distribucion inicial
de la cadena (distribucion de X)) podemos conocer el
comportamiento completo de X

P(X,=iy, X, =i,.. X, =i,)=P(i,_i,)..P(ip.i,) P(X, =iy)

n—1,"n
2.Paratodo n,me N, vale que:
P(X, . =jlX, =i)=P"(ij)Vi,jeE

donde P" es la potencia n-ésima de P

En particular si n=1 , P(X,.=jl/X, =i)=P(G,j) Vi, je E

-
N
—

-
-
-
-
-
-
2
-
-
e
-
-
-
-
-
-
o
-
-
= -
= &
L =

-




mas propiedades

3. Propiedad de Chapman-kolmogorov
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P ZP (i,k)P" (k,j)Vn,m

ke E

4. Las ecuaciones 1y 2 indican que:
P(X,=j)=(z,P")(j) Vn,je E
donde m,(i)=P(X,=i) VieE

Si queremos conocer el estado de la cadena a largo

imP(x, =)= lim(mP) (1) e
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Visitas a un estado fijo

e Supongamos que X ={X,:ne N,} es una
cadena de Markov con espacio de estados E.
P(A)=P(A/IX,=i)
E(A)=E(A/X,=i)

l
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Sea je E,

* N;: numero de visitas al estado j ,

N cuenta para cudntos me N, X, = j
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Se define;

F (i, ]): probabilidad — partiendo dei llegar a j por primera
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vez en exactamente n pasos
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Z P(i’b)Fn—l(baj) 1”122> [1]

b VL)

oo prob ]oqrtiendo deillegar ajenun
. 7)= 7 ’ finito d
F(l,]) — 2 :El(l,]) 2] ndmero finito de pasos

n=l1

F(i,j)=P(i,j)+ > P(i,b)F(b,i) (surgede[l]A[2])

)
1= F (i, j) > prob de no arribar nunca a j

cuando se parte de i
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Atencion!!

Vi |

(I (I LS A A A R A

NFGL)T(=F (), ) sim=1
si m=0

Si sumamos sobre m

Pi(N; <) = ZP(
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Ndmero promedio de visitas al
estado j que la cadena realiza
cuando parte de i
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entonces...

Si definimos:
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Pistas para el célculode lim P°

n— o

I S R

Llamamos R a la matriz de entradas R (i : j)

Por[*] R= ipm (4, )

m=0

R(I-P)=(I-P)R=1

\

Cuando exista (I — P)_1
R=(1-P)"

Ry F ayudan en el cdlculo del

R se relaciona con F }
imP " sj es que existe

R se relaciona con P
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Clasificacion de los estados

El estado j es recurrente si F(j,j)=1,
En otro caso se dice transitorio.
Simbolizamos con T instante de la primera visita aj.

Recurrentes { positivamente recurrente: si E,(T7) <eo
nulo recurrente: si E,(T7)=co

Un estado j es transitorio si hay probabilidad positiva
de abandonarlo para siempre [II]I:> (1-F(j,))>0
Un estado j es positivamente recurrente si el tiempo
promedio que pasa enfre dos visitas sucesivas a el es
finito.

Un estado j es nulo recurrente si el tiempo

promedio que pasa entfre dos visitas sucesivas a el es
infinito.
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MaAs sobre clasificacion de los estados....

e Un estado recurrente se dice periddico de
periodo © cuando:

5=mcd{n21:P"(j,j)>O} y 022
Si o0=1,

Y

el estado j se dice aperiodico.

v Decimos que el estado j es accesible desde i si para
algin ne N,,P"(i,j)>0 (i— j)

v'Sii es accesible desde jy viceversa, se dice que iy j
estdn comunicados. (i & )



expresado mas formal.....

e Probabilidad de alcanzar un estado:
Vi,je E, P"(i,j)= P[Xn = j para algun n >%{ _l}
=

e Diremos que un estado jeE es accesible o
alcanzable desde el estado i€ E sii P (i, j) #0.
Esto significa que existe una sucesion de arcos
(camino) en el grafo que van desde | hasta |.

e Un estado jeE es absorbente sii p().j)=1.

@
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Conjuntos cerrados

v Un conjunto de estados es cerrado si ningun
punto del estado que esté afuera del conj. es

accesible desde alguno de los estados del
conjunto.

T T e N R S

Formalicemos.....

= Sea CcE, con Cz#d. Diremos que C es cerrado
sil Vie C Vjg C, j no es alcanzable desde i, o lo
que es lo mismo, P (i,j)=0 . En particular, si C={i},
entfonces | es absorbente.
E siempre es cerrado.

Un subconjunto cerrado CcE se dice que es
ireducible sii no contiene ningun subconjunto
propio cerrado.
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Estados recurrentes y transitorios

e SiE esirreducible, se dice que la CM es ireducible.
En el grafo, esto se visuadliza si dados i
cualesquierq, | es alcanzable desde |.

T O O O S R

Diremos que un estado je E es recurrente sii P'(j.j) =1

En otro caso diremos que | es ftransitorio. Se
demuestra que una CM solo puede pasar por un
estado transitorio como maximo una cantidad
finita de veces. En cambio, si visitamos un estado
recurrente, entonces lo visitaremos infinitas veces.
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...mas sobre estados recurrentes y transitorios

* Proposicion: Sea CcE cerrado, irreducible y
finifo. Enfonces Vie C, | es recurrente

Ejemplos: La CM de la linea telefdonica es
ireducible. Como ademdads es finita, todos los
estados seran recurrentes. Lo mismo ocurre con
el ejemplo del buffer

Ejemplo: En el lanzamiento del dado, tenemos
los subconjuntos cerrados {0}, {=100}, con lo
que la CM no es ireducible. Los estados Oy
>100 son absorbentes, y el resto son fransitorios
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Importante

e Sijes transitorio, R(],j) <<,
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R(i.])=F(i.])R(].])JSR(}.]), entonces R(i,])<«
para todo IeE.

R(i,]) es la suma de P"(i,)) para todo n
.. por lo tanto R(i,j) puede ser finito solo si
P"(i,]) >0 cuando n—
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para reflexionar...

o Sijesrecurrente, luego R(j,j)=+,
entonces P"(i,j) serd cero o positiva en €l
limite.

v Sij es recurrente nulo, el hecho de que

el tiempo esperado entre retornos al
estado j es infinito implica que

lim P" (i, j)=0

n—oo
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para recordar....

e TJeorema:

(a) Sijes transitivo o recurrente nulo, luego para
cualqguieri e E

limP" (i, j)=0

n—>o0

LR LR

\

(b) Sijesrecurrente no nulo aperiddico, luego:

7(j)=lmP" (i, j) >0

n—o

Y para cualquier i €E,

lim P" (i, j) = F (i, )7 ()

-
-
B
-
-
-
-
-
-
-
-
-
e
-
-
-
-
-
-
S
-
-
-
= &
L =
-




Estados recurrentes y fransitorios

* Proposicion: Sea icE recurrente, y sea jeE
un estado accesible o alcanzable desde
I. Enfonces j es recurrente.

Demostracion: Por reduccidn al absurdo,
supongamos que | es fransitorio. En tal caso,
existe un camino A que sale de | y nunca mas
vuelve. Por ser | alcanzable desde i, existe un
camino B que va desde | hasta .
Concatenando el camino B con el A, obtengo
el camino BA que sale de i y nunca mas vuelve.
Entfonces | es transitorio, lo cual es absurdo
porgque contradice una hipotesis.
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recordar...

e lema:

Para cada estado recurrente |
existe un conjunto C irreducible
cerrado el cualincluye a|.

e Teorema: En una CM los estados
recurrentes pueden ser divididos de
una unica manera, en conjuntos
cerrados irreducibles C,,C,,....
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Cadenas....

e Ademads del conjunto cerrado

C=C,uC,uU.... de estados recurrentes,
las cadenas en general confienen
estados transitorios. Esto es posible
oorque a los estados recurrentes se
ouede acceder desde un estado
transitorio (pero no al revesllill),

Si restringimos nuestra atencion a uno de
los conjuntos cerrados, obtenemos una
cadena de Markov irreducible.
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Cadenas recurrentes y transitorias

Proposicion: Sea X una CM irreducible.
Entonces, o bien todos sus estados son
recurrentes (y decimos que X es
recurrente), o bien todos sus estados son

transitorios (y decimos que X es
transitoria).

Ejemplo: Estado de cuentas con un tio
rico (forfunes with the rich uncle).
Probabilidad p de ganar 1 $ vy 1-p de
oerder 1 $. Cuando me arruino, mi tio me
oresta dinero para la proxima tirada:




Cadenas recurrentes y transitorias
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Cadenas recurrentes y transitorias

e Esta cadena es irreducible e infinita. Se
demuestra que es transitoria sii p>0,5 vy
recurrente en otro caso (p<0,5)

S S R

e La cadena es transitoria cuando
“tendencia global” es ir ganand
dinero. Esto implica que una vez visitaco
un estado, al final dejaremos de visitar
porgue tendremos mas dinero.
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Corolarios....

e Sea C un conjunto irreducible cerrado con un
numero de estados finito. Luego ningun estado
en C esrecurrente nulo

Si C es irreducible cerrado con un numero finito
de estados, luego no fiene estados transitivos.

Estos dos corolarios se aplican a cadenas con
un numero finito de estados:

SI E es finito, luego no hay estados recurrentes
nulos y todos los estados no pueden ser
transitivos
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Periodicidad

* Proposicion: Sea X una CM irreducible.
Entonces, o bien todos los estados son
periddicos de periodo &6 (y decimos que
X es peridodica de periodo §), o bien
ningun estado es periddico (y decimos
que X es aperiddica)

AR TR (I L A O R M L O

Lema: Sea X es una CM irreducible con estados recurrentes
periddicos de periodo 0. Luego los estados pueden dividirse
en O conjuntos disjuntos (A, A,, ...A;), tales que la P(i,j)=0
a menos que i pertenezcaa A,yjaA,,oiaA,yjalA;,0
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Periodicidad

e CM peridodica de periodo k=3:
Ay
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Ejemplos de Periodicidad....

e Ejemplo: En la siguiente CM todos los estados
son periodicos de periodo k=2:

. < Ejemplo: En la siguiente CM todos los estados son
> periodicos de periodo k=3:

VA A A R

\

-
-
E
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

20000000




para reflexionar....

e Sea P la matriz de transicion de una CM
imeducible con estados recurrentes
periodicos de periodo 6, y sean A,, A,
...A; como las anfteriormente definidas.
Luego en la CM con matriz de fransicion

P=pP° las clases A,, A,...,A; son
conjuntos cerrados irreducibles de
estados aperiddicos.
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Cadenas ergddicas

e Sea X una CM finita. Diremos que X es

ergodica sii es irreducible, recurrente
y aperiddica
e Ejemplo: Anadlizar la siguiente CM, con

E={q, b, c, d, e} (% 0 ¥ 0 0)
0O % 0 % 0
0 0 % 0 %
oo 0 ) 0
s 0 4 0 )
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Elemplos

e Hallarlos conjuntos cerrados

— Tomado un estado I, construimos un
conjunto cerrado C; con todos los
alcanzables desde él en una o mas
etapas (el propio i tambien se pone):

- C~{a. c, e}=C_=C,

- C,={b. d, a, c, e}=C4=E

— La CM no sera irreducible, ya que C,
es un subconjunto propio cerrado de E
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Ejemplos

e Clasificar los estados
— Recurrentes: g, c, e
— Transitorios: b, d
— Periddicos: ninguno
— Absorbentes: ninguno

e Reorganizar P. Dada una CM finita, siempre
podemos agrupar los estados recurrentes por un

lado vy los transitorios por ofro, y hacer:

Movimientos entre

recurrentes
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Ejemplos

En nuestro caso, la nueva ordenacion de E es
E={a, c, e, b, d}, con lo que obtenemos:

(%% 0|
0 4

I LI L AL A L I R I

\

e Clasificarla cadena. No es ireducible, con lo
cual no sera periddica, ni aperiodica, ni
recurrente, ni transitoria ni ergddica.
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Ejemplos

e Ejemplo: Analizar la siguiente CM,
conE={a, b, c,d, e, f g}
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(0 0
0 0,2
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e Hallarlos conjuntos cerrados
— C,={a, c, e}=C_=C,
- C={f, d}=C
- Co={a}
— [E
e Clasificarlos estados
— Recurrentes: a, ¢, d, e, f, g
— Transitorios: b

— Periddicos: g, ¢, e (fodos de periodo 2)
— Absorbentes: g
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contfinuamos

e Reorganizar P. Cuando hay varios conjuntos
cerrados e ireducibles de estados recurrentes

(por ejlemplo, n conjuntos), ponemos juntos los
estados del mismo conjunto:
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..y ahoraeeee

Reordenamos E={qa, c, e, d, f, g, b} y obtenemos:
(0 1 0
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= *Clasificarla cadena. No es irreducible, con lo cual

-' no serd periodica, ni aperiodica, ni recurrente, ni
| ’rron5|’ror|o ni ergodica.




Elemplos

e NUmero de éxitos al repetir indefinidamente
una prueba de Bernoulli (probabilidad p de
éxito). No es CM irreducible, porque por

elemplo C,={1, 2, 3, ...} es cerrado. Todos |os
estados son transitorios.
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Elemplos

 Recorrido aleatorio. Es una CM
ireducible y periddica de periodo
2. Se demuestra gue si p<g, todos
los estados son recurrentes, y que s
P>q, fodos son transitorios.
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Elemplos

e Lasiguiente CM es irreducible, recurrente
periddica de periodo 3. No es ergddica.
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Elemplos

e La siguiente CM es irreducible,
aperiodica, recurrente (ergddica).
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Elemplos

e La siguiente CM es irreducible,
aperiodica, recurrente (ergdodica)

LR LR

\

-
-
B
-
-
-
-
-
-
-
-
-
e
-
L =
-
-
-
-
S
-
-
-
-
L =
-




Elemplos

e La siguiente CM es irreducible,
aperiodica, recurrente (ergdodica)

LR LR
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Elemplos

e La siguiente CM es irreducible,
aperiodica, recurrente (ergdodica)
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Elemplos

e Lasiguiente CM no es irreducible, y por tanto
no es de ninguno de los demas tipos. 1y 4 son
recurrentes; 2 y 3 son transitorios.
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Elemplos

e Lasiguiente CM no es irreducible, y por tanto
no es de ninguno de los demas tipos. Todos los
estados son recurrentes y ninguno es periodico.
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Elemplos

e Lasiguiente CM es irreducible, recurrente y
periodica de periodo 3. No es ergddica.
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Elemplos

e Lasiguiente CM no es irreducible, y por tanto
no es de ninguno de los demas tipos. Ningun
estado es periodico. 4 es tfransitorio, y el resto
recurrentes. 1 es absorbente.
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Elemplos

_a siguiente CM no es irreducible, y por
tanto no es de ninguno de los demas
tipos. Ningun estado es periddico. 4y 5
son transitorios, y el resto recurrentes. 3
es absorbente.

Qo m—Y
o
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Elemplos

e Lasiguiente CM es no es ireducible, y
por tfanto tampoco de ninguno de |os

demas fipos. 4 es absorbente, y el resto
son transitorios,

af—
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Elemplos

e Lasiguiente CM no es irreducible y por tanto no
es de ninguno de los demas tfipos. 1,3 y 5 son
recurrentes de periodo 3. 2y 6 son recurrentes,
pero no periddicos. 4 es transitorio.
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AT L LT L A L R O

Algunos herramlen’ros pdro
clqsmcar a Ios es’rados
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squé pasa cuando tenemos INfinitos estadose

e Repasemos: Cuando hay un numero finito de
estados:

idenfificamos los conjuntos cerrados irreducibles vy
luego concluimos (usando los feoremas y corolarios
qgque vimos) que todos los estados del cerrado
imreducible son recurrentes positivos, los restantes
estados (si es que queda alguno) son transitivos .

En el caso de fener infinitos estados, es posible fener
conjunfos cerrados irreducibles con infinitos estados
fodos fransitorios o recurrentes nulos.

Con la ayuda de un feorema podemos determinar si
todos los estados son recurrentes positivos o no. En
este Ultimo caso aplicamos ofro teorema que Nnos
permita determinar si son transitivos o no.

Por supuesto si un conjunto de estados no son
posifivamente recurrentes y no son fransifivos,
enfonces son recurrentes nulos!!
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Estados positivamente recurrentes

e Sea X una CM ireducible con mairiz de
transicion P. Sus estados son positivamente

recurrentes si y solo si existe solucion al
sistema:
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v.=YvP(i.j) jeE

Cuando existe solucién al sistema, Vj >0, Vi,je E
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y si No existe solucion a ese sistema?

e Teorema: Sea X una CM con matriz
de transicion P, y sea Q la matriz
que gueda eliminando de P la fila
k-ésima vy la columna k-ésima para
algun k € E. Luego todos los estados

son recurrentes sii la solucion del

sistema:;
h(i)=> 0(i, j)h(j), 0<h(i)<Lie E;

i€k,

esh(i)=0Vie E,,donde E, = E—{k}
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Resumiendo...

srecurrentes positivose

f il
N=o
SI iqgue i
suerte!
N
(transitorios?

¢

No, entonces son
recurrentes nulos
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Recordar

e Sily]son ambos recurrentes y ambos
pertenecen al mismo cerrado, se fiene F(i,j)=1

e Siiesrecurrente y jtransitivo, o siiy | son
recurrentes pero pertenecen a conjuntos
imreducibles diferentes, se fiene F(i,})=0

e Siiyjson ambos transitorios, luego R(i,j)<e,
entonces:
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(J:.7) R(j,j) i) parai# |.
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Pero.....

Sii es fransitivo y j es recurrente, es util el siguiente
lema:

Sea C un conjunto de estados recurrentes
imreducibles. Luego para cualquier estado

tfransitorio i, .
ANSITONO F(i,j)=F(i,k) Vj,ke C

Enfonces es necesario ordenar convenientemente
la matriz de transicion, efiquetando primero los
estados recurrentes C,, C,....y luego los transitivos
y reescribirla de la forma



reordenando....

1 0---0 0 )
O 1---0 O

VA A A R

\

0O 0---0 O
b, b,-b, O,

b, (i)= z P(i,k) ie D D:conjunto de estados transitivos

keCj

Q : matriz obtenida a partir de P, eliminando todas las
filas y columnas correspondientes a los estados recurrentes.
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...en forma mads sintéticalll

P’:(B Q]

Donde B la matriz formada con las
columnas de b,, b,,..., de la forma

(I (I LS A A A R A

B(i,j)=> P(i,k) ieD,j=12,.

keCj
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transitorio vs recurrente y transitorio-transitorio

, Calculando: G =SB

para cada estado transitorio i y clase Cj
recurrente se fiene:

GG, j)=F(i,k) VkeC,

Es decir, es la matriz que se obtiene al suprimir de R
las filas y las columnas correspondientes a los
estados recurrentes



Pensemos....

e Si hay sélo una clase recurrente y un
numero finito de estados transitorios la
matriz B esun vectory G =1

S S R

Corolario: Sea i un estado transitorio y a partir del
cual sélo un numero finito de estados transitorios
pueden ser alcanzados. Ademas supodngase que
hay una sola clase recurrente C la cual puede ser

alcanzada desde i. Luego
F(i,j)=1 VjeC
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Estados recurrentes y probabilidades limite

e Sea X una CM irreducible y aperiddica con
matriz de transicion P. Luego sus estados son
positivamente recurrentes si y solo si existe
solucion al sistemai:

7=y mP(i.j) jeE
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Cuando existe solucién al sistema, 7 [ 0. Vi,jeE
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Comportamiento limite

Entonces....

7, =limP"(i,j) Vi, jeE
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Pensemaos...

e Matricialmente:

VA A A R

T=7xP

\

Esto significa que si T existe, es un autovector
a la izguierda de la matriz P asociado a un
autovalor igual a 1. La recurrencia positiva de

los estados estd relacionada con que 1 sea
autovalor de P.

Si T existe, se cumple:
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Distribucion invariante

TP’ =(nP)P=xP =1

Analogamente

VA A A R
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T=nP=xgP’=..=nP" =....

Enfonces se dice que T  es un vector
invariante. Ademdas como

se lo denomina distribucion invariante
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Corolario..

Si X es una CM irreducible y aperiodico
con conjunto de estados finito, luego:

wP=xn rnl=1

VA A A R

\

tiene una Uunica solucion. La solucion
es estrictamente positiva, y

7, =limP"(i,j) Vi, jeE
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Un poquito masl!

e Si| es un estado positivamente recurrente
aperiodico existe

I S R
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lim P" (i, j

im P (i, )

Vamos a considerar un conjunto irreducible que
lo contenga ajy vamos a aplicar la distribucion

iInvariante al conjunto de X restringido. Entonces

Yie E, setiene:

lim P" (i, j) = F (i, j) im P" (j, j)
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Ejemplos sencillos...

e Ejemplo: Hallar la distribucion invariante (si
existe) del ejemplo de la linea telefonica.

0,1

09 @i DEO 07

0,3
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e 1° Comprobar que la CM es finita y ergddica,
para asi saber que existe la distribucion

invariante. Lo es, con lo cual dicha distribucion
existe.
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Continuamos con el ejemplo....

XX NRN

e 2° Plantear las ecuaciones de equilibrio (una por
nodo):

(I (I LS A A A R A

Nodo0O: 7,=0,97,+0,37,
Nodol: x =0,17,+0,7x,
e 3° Plantear la ecuacion normalizadora:

po+p =1
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Ejemplos

* 4° Resolver el sistema. Ufilizar un algoritmo
estdndar de sistemas de ecuaciones
lineales para resolver fodas las
ecuaciones conjuntamente.

El sistema debe tener solucion Unica. En
nuestro caso,

N DR

También se puede armar el sistema tomando sélo una
de las ecuaciones planteadas en el 22 paso, junto con
la ecuacion planteada en el paso 32.
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Otro ejemplo sencillo....

e Ejemplo: Hallar, si existe, la distribucion
estacionaria para esta CM con E={1, 2, 3}.

(I (I LS A A A R A

(0,3 0,5 0,2
0,6 0 0,4
L0 0,4 0,6,
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1° Construccion del grafo y asi comprobamos
mas faciimente que la CM es finita y ergddica:
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y calcular.....

e 2°vy 3° Planteamos las ecuaciones:

/751\ (0,3 0,6 0V7z1\
T, 0,5 0 04| x,
;) (0,2 0,4 0,6)\ ;)

(I (I LS A A A R A

T+, +7, =1

e 4° Resolvemos.

6 7 10)
23723723
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A Infegrar conocimientosl!!

e Sea X una cadena de Markov con
espacio de estados E={1,2,3,4,5,6,7}

y matriz de fransicion P. Hallar el
P~ =lim P"

n—oo
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