1 1 1
2) Sea z = — y aplicamos 1), serd In1 = ln(gy) =1In (5) + Iny = 0 luego
Y

1
In—=—-Iny

3) ejercicio
1 1
4) Sean g(z) =Inz" y h(z) = rlnz para r € Q. Como ¢'(z) = FT‘CIZT_l = g y b (z) = r- = 2

las funciones g(z) y h(z) difieren en una constante luego

g(z) = h(z)+c
Inz" = rlnz+c

perosiz=1,In1"=In1=0=rlnl1+ ¢c=0+ c entonces ¢c = 0 de donde

Inz" =rlnz

Gréfica de la funcién logaritmo.
Sea g(z) =Inz en R

1 : : . .
1) Como z > 0, ¢'(z) = — > 0 es g estrictamente creciente en R y luego inyectiva en R*.
T

2) ¢"(z) = ;—21 < 0Vz € RT, luego g es céncava en R*.
JPSiz>l=>hz>nl=0ysi0<z<l=hz<lnl=0
4) zEToo g(z) = EEIF& Inz = 4+o00. En efecto, dado M > 0, g,exist-e N >0talquesiz >N = Inz >
M?

Como M >0y In2 > 0 el principio de Arquimedes asegura que existe n € N tal que

nn2>M=h2">M

Por lo tanto si z > 2", Inz > In 2™ > M. Basta tomar N = 2" € N.
. . 1
5) lim+ Inz = —oo (ejercicio, sugerencia considerar z = ?)
z—0
6) Im g = R por ser continua, estrictamente creciente y por los limites vistos anteriormente.
7) Gréfica ?j/ ‘

. N
! Y

0, A e X

Observacién: Im g = R, ¢ inyectiva entonces 3! > 0 tal que Inz = 1. Este nimero se denota con

e. BEs decir e
Ine = / —dt=1
1 ¢
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e es un nimero irracional (constante de Euler) cuya aproximacién decimal es

e ~ 2,71828182846

La funcién exponencial.
La funcién In z es inyectiva y por lo tanto invertible, definimos su funcién inversa.
Definicién: Llamamos funcion exponencial a la funcién inversa del logaritmo natural. Es decir,

E : R—R*
z — Elz)=y&z=hy

Propiedades:
1) E(O)=1,E(1)=e
2) E'(z) = E(z) Vz € R.

Dem: (£ (1) = 7 = 5 - f't@ 05 P N
N A y E(x
Gréfica de E(x) Yoy (2)

Teorema: Vz,y € R se verifica E(z + y) = E(z)E(y).

Dem: Sean a = E(z), b = E(y) y ¢ = E(z + y) es decir Ina = z, Inb = y Inc = z + y por

lo tanto In(ab) e Ina+Inb=2x+4+y = Incy como Inz es inyectiva, es ab = ¢ entonces
rop

E(x)E(y) = E(z + y). O

Corolario: Vz,y € R se verifica

i

1) BE(—y) = ==

) B(-y) 7y

T

2) E(z—y) = .
) E(z —y) E(y)

Dem: Ejercicio
Teorema: Vr € Q se verifica E(r) = €".

Dem: Ine" =rlne =r,1 =r luego e” = E(r). O
Definicién: Si z € R, deifnimos e* = F(z).
La exponencial y logaritmo en base a: (a >0, a #1).

Definicién: Si a > 0, a # 1 definimos la funcién exponencial de base a

a® =" yYreR
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Definicién: Llamamos funcidn logaritmo de base a, con a > 0, a # 1 a la funcién inversa de la
funcién exponencial de base a. Es decir,

log, : R*—R

z — log,z=yead =<

Observacién: También se puede definir

Inz
log, z = —
Ina

y a® como inversa de esta funcién o de manera independiente una de la otra. También se pueden
deducir

Propiedades:
1) log,(zy) = log, = +log, y log, (%) =log,z —log, y
2) a*tV = g%a¥ @y =L

a¥
Técnicas de integracion.

Técnicas de cédlculo de integrales indefinidas.
Repaso: Llamamos integral indefinida de una funcién f al conjunto de todas las primitivas de f,

notamos f f(z)dz. Probamos que dos primitivas cualesquiera de f difieren en una constante, asi si
F es una primitiva de f

/f(x)da: =F(z)+c

1) Tabla de integrales inmediatas.

1
fdx=x+c fl 2dx=arctanm+c
xa+1 +
%z = +c a#l dx = arcsinz + ¢
f a+1 7 f\/l—x
efdr=e*+c¢ dxr = arccosz + ¢
J [ lf—l_xz
[sinzdz = —cosz + ¢ f;dx:lnl:cl—l—c
) a”®
f coszdr =sinz +c [ a*dz = +c
1 Ina
J —dz = tanz +c J ——dz =cotanz + ¢
cos? x sin“ x

2) Integracién por descomposicidn.

/(af )+ Ba(z x—-a/f(a:dx-l—ﬂ/g(x
Ejemplos:

1)f< +3$1n:c>d =1e" —3cosz+c
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34+ 4z — 2
2) dex=1x2+4ln|z|+§+c

3+:z 1+ 2242
3)f1+ e 1+ 22

2
4) [tan’zdz = f?::)l;?f;dm = f——l cos 7

3) Integracién por sustitucién.

——————dz =z + 2arctanz + ¢

5 dr=tanz—z+c
cos?z

[f (9@ = f'(g(2)g =>/f(g(x) "(z)dz = f(g(z)) +c

En general

Teorema (método de sustitucién o cambio de variable): Sea f continua en I. Sea g una
funcidén derivable con derivada continua en I tal que g(J) C I. Entonces

[re@y@as = [rua

4) Integracién por partes.
Teorema (integracién por partes): Sean f y g derivables con derivada continua en I. Entonces

[ 1@ @ da= @) - [ 1@

5) Integracién de funciones racionales propias.

P(z)

Definicién: Llamamos funcién racional propia al cociente donde P y @ son polinomios y

Q(z)
grP <gr@.
Sigr P > grQ sabemos que existen tnicos polinomios Cy Rcon grR <gr@ taless P=CQ+ Ry
luego — = C + — donde serd — propia.

Q Q

Veremos distintos casos segin sean las raices del polinomio Q.

1° caso: @) tiene solo raices reales simples.
Entonces (podemos suponer que coeficiente principal de @ es 1)

Qz) = (z —a)(z — ) - (2 — an)

Sera P (2) y y y
i = ! 2 “ e n
Q(z) z—a x—~a2+ +x—an
con A; a determinar. 4
. . T
Ejemplo: Calcular [ p s v—t
Las raices de @ son —1 y 3, serd entonces Q(z) = (z+ 1)(z —3) y
P(z) 1 A Ay Ai(z—-3)+A(z+1)
Qx) (z—-1)(z-3) z-1 -3 (z+1)(z—3)
(A1 + Az + (=3A1 + Ay)
- (z+1)(z—3)
< (A1 + A3) z+(-3A1+A2) = P(z) = 1 <= A+ Az =0 = {A,=14,=-1}
1 2 1 2 —3A1 -I-Az =1 4 4
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Por lo tanto
dz —1/4 1/4 1 1
— d L dr=—-=1 1|+ -In|z -3
/:c2—2:c—3 /$+1x+/x_3x 4n|:v+ |+4n|x | +c

2° caso: () tiene raices reales muiiltiples.
Entonces (podemos suponer que coeficiente principal de Q es 1)

Q) = (z— ar)* (3 — 02) - (% — )™

Serd
P(x) An A Az,
= + + * T +
Q (z) - (z—-o) (z —a)™
A A Az,
L A 2L '
T — Qo (:C — CYQ) (IC - a2)
+ ...... +
Anl An? Anrn
2 -+ Tn
T—0on (T—op) (z — an)
con A;; a determinar.
d
Ejemplo: Calcular [ —zl)
Las raices de @ son 1 y —1, ambas dobles serd entonces Q(z) = (z — 1)%(z + 1)% y
P(IC) . 1 . 1 An A12 A21 A22

Qz) (z2-1)2 (z-1)%(z+1) zx—1+($_1)2 z+1 " (z+1)
_An(E-1)(E+ 1)+ An(z+ 1)+ An (@ +1) ( —1)° + Ap (z — 1)°

(z —1)*(z +1)?
_ (A + Ao1)z® + (A + Az — Ay + Apy)z?

(x — 1) (z + 1)
( —An +2A10 — Ay — 2An)z + (A + Ain + Asy + Ag)
(z — 1) (z + 1)

= (A + Ag)z® + (Ap1 + Az — Ay + Axp)z? + (A1 + 2415 — Ag1 — 2A%)z + (—Ay +
Az + Aoy + Ap) = P(z) =1
A11 + A21 = 0
An+Ap—An+An=0 _ 1 1 _1 _1
—Apn + 2410 — Ay — 245 =0 R {Au =—5An=3 An=1g An= Z}
—An+ A+ Ay +Ap=1

=

Por lo tanto

S [y (Y
(z2 —1)* 4 :c—l (_1 z+1 (z +1)°
1 1
T [P -
4( n|z — 1 p— +In|z + 1| x+1>+c
_ L el 1/ LY,
T e z<1 a\z=1 " zx1) "¢

3° caso: () tiene raices complejas simples.
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Si a + B es raiz simple de @, también lo es su conjugada o — Bi. Cada par de raices conjugadas

contribuye a la descomposicién de — con una francién de la forma

Q

Az+B Az + B
Ztpetq  (z—(a+p) (@~ (a—Bi)

donde A y B deberan determinarse.
Ejemplos:
dx 9
1) Calcular [ prcpny b* — dac < 0.
[ dz dx 4

I

Zrz+l N2 3 3714 12
.'E+§ +Z § T+ +1

43 . dt 2(
= T
2
3

=35 i o sustituyendo —

3
= 2\/3arctan (t) + c = 2v/3arctan (
Az + B)dz

-—2—+ﬁ con b2 —4ac < 0.
axr T C

3z+5 z+5/3 3 ,2x+10/3
——dr =3 ————d = = | ————d
22+z+1 * fx2+a:+1 x(z2+:z:+l)'=2:z:+l2f$2+$+1 *
3 . 2r+1—-1+10/3
== d
2f z2+z+1 *
3 2m+1d 3 7/3

= — _ — —_______d
2fm2+m+1 x+2fm2+m+1 T

7 2 1
=-g-ln|m2+m+1|+§§ 3arctan<% <x+§))+c
zdz

z+1)(z2+z+1)
z A N Bz +C
(z+1)(z24+z+1) z+1 z2+z+1

zdzx zdzx 1 dt 1
4 —_— = —m= = = Larctant+ ¢ = = arctanz® + ¢
)fm4+1 f(a:2)2+1 2f 2% 2

t2+1
5) [

2) Calcular [

J

31

determinar A, B, C e integrar por descomposién

dzx
zt+1
V2 +3iv2
—3V2 - 3iV2

Las raices de z* + 1 = 0, son 4 Luego la descomposicién de z? + 1 es
%\/—_ %Z\/ﬁ g P

—3V2+3iV2

' +1 = (z—(§+g2)> (m—(—?—ﬁzo <x—(g—-%—2—z)> (z—(—§+—§z))
= (m2—\/§x+l)(m2+\/2—x+l)

Luego
1 Az +b Cz+ D

2+l (mQ—\/ia:+1)+ (m2+\/§x+1)
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4° caso: @ tiene raices complejas multiples.
Si o + i es raiz de multiplicidad m de @, también lo es su conjugada o — Bi.de multiplicidad m.

Cada par de raices conjugadas contribuye a la descomposicién de — con una suma de franciones de

Q
la forma
All,' + Bl + Agl‘ + Bg AmZJ + Bm
2+pr+q (224 pr +q)° (z2 +pr+ g™
1 2 _ .2 1 2 2
Ejemplo: Calcular f—x f———*—ji——% T = f_-i_—m‘f z— [ > zdT
1+$2) (1+2?) (1+2?) (1 +2?)

=/

2\ —2 . .
T+ 22 dz + 3 f —2z (1 +x ) /:cdw seguir haciendo partes.

~—
1
(@+9)7)

Veremos maés técnicas de integracién en la pritica.

Célculo de integrales definidas.

Vimos que (Barrow) si f es continua en [a,b] y P es una primitiva de f entonces f: flz)dz =

P(b) — P(a). Por lo tanto el problema se centrara en hallar primitivas de f para aplicar Barrow.

Ejemplo: Calcular fo d:c

72
dz 1
f23:2+3 fz:c?—l—l 3

2213 para ello buscamos primitivas de 13

dz
fm—gﬁftz+l
V3

6 2 e 1 6 2
= %\/5\/5 arctant+c = % arctan \/;x-}-c, asi una primitiva de 52 13 es —\%—* arctan \/;a:
Luego aplicamos Barrow, entonces

V3 d 2
3 T - . .
/ 2213 = —6‘@ arctan \/ga, = —6‘@ arctan < %@) _ Y6 arctan( =
0 0

6
Integracién por sustitucién y por partes en integrales definidas.
Combinando las férmulas de integracién por sustitucién o por partes, con el 2° TFCI se puede probar

que: ) g(b)
/ F(9(2))g (z)dz = / f(t)dt
a g(a)

mlﬂ

_ V6
6 arctan L \/-

3= 3

/ f(@)g (2)dz = f(z)g(z)l’ — / F(@)g(z)dz

Ejemplos:
| 1
1) fl nmd:c haciendo la sustitucién Inz = t, es ~dr = dt ysiz =1 =t = Inl = 0 y si
z

a:—e=>t=lne:11uego
1 ! ¢2
/ﬂdm—/tdtz—
1z 0 2

2) fol ze®dz, por partes ponemos f(z) =z = f'(z) =1y ¢'(z) = €® = g(z) = e” entonces

1 1
/ ze*dr = ze|y — / edv = le* — 0e? — e*[) = e — (e =€) =1
0 0

|

0
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