Unidad 2 — Céleulo Integral

’
El problema del drea SUBeo
En principio, nuestro objetivo serd, pues ast histéricamente el concepto de integral, calcular el drea
de S regiones del plano como la de la figura. Més precisamente, si f esté definida en [a,b] y f(z) =0
en [a,b] sea S = {(z,y) ER:a<z<bh0<y< f(z)}.

» 4

Primero deberfamos preguntarnos cudl es el significado de la palabra 4rea”. En cursos avanzados
de An4lisis Matematico, se da una defincién axiomatica de drea.

Idea: El drea es una funcién A que asigna a ciertas regiones del plano ("regiones medibles”) un
ntimero real. Veamos algunas condiciones que debe verificar esta funcién para ser un 4rea. Sea M el
conjunto de regiones medibles (familia de subconjuntos del plano que contixiene a los rectangulos):

A M—RE

tal que:
1) ARy > 0VR e M.
2) Si R es un rectangulo de base b y altura h, A (R) = bh.
3) Si R, C R; entonces A (Ry) < A(R) YRy, Ry € M.
4) VR, Ry e M, A (R1 @] RQ) = A(Rq) -+ .A(Rz) — A(R1 N RQ)
5) Si R, es congruente con Ry entonces A (R;) = A(Rs).

Para ciertas figuras ya conocemos la formula que permite calcular su drea a partir de ciertos datos
de éstas, por ejemplo:

A(R) = bh A =2

3 A(P) = A(T) + A(Ty) + A(Ts) + A(T4)

b h :Q%"*'*W Y h= bilh 4 be h= 24 RAMR)

A =2 /-”((T')
Para regiones més generales, que contengan lados curvos, la idea es aproximar su 4rea a través de
regiones poligonales.
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Ejemplo: Area de C, un circulo de radio r. A
1°) Consideramos la sucesidn de poligonos F,, regulares, : “
de n lados, inscriptos en C;. To

Y sean T, los n tridngulos cuya unién es F,.

A(P) = nA(T,)
Si an=2%, sin (a") = ”/2 = by —2rsm( )

an  hn
ycos—z———r—:>h —rcos( )
Por lo tanto

A(P,) = nA(T,) = nb”2h" = n;Qr sin (O; ) T CoS (Q;") \T’”"M

vn(F)on(3) o) [T

1 5. 21
—nrosin { —
2 ° n

2°) Consideramos ahora la sucesién de poligonos ¢, regulares,
de n lados, circunscriptos a C,. S
Y sean T, los n tridngulos cuya unidn es ¢J,. ) 0(/1
A(Qa) = nA(T,)
Sia =2—7T tangﬁ=b" 2 bu
" on’ 2 By hn=r 2r

bn:2rtan%yhn:r

Por lo tanto

A(@n) = nA(T,) = nb"Qh" =n=2rtan (%’1) r
= nrotan (%) = nr’tan (g)

Claramente, para cada n
A(R) < AG) £ A(@n)

Ademsés
1 2
lim A(P,) = lim -nr’sin (—W)
n—o n—oo 2 n
2
s | —
= lim 71-7-2 1 (211) _ 71_7_2
——r
N1
y
lim A(Qn) = lim nr tan( ) = lim nr® n(;)
o el e ()




&
Luego (Terema del sandwich) por principio de intercalacién

Volvamos al problema original de calcular el 4rea de la regién
S={z,y) eR:a<z<h 0<y< flm)}

Hagdmoslo primero para caso particular de f(x) = 22 en [a,b] = [0,1], siendo f(z) > 0.
1°) Subdividimos el intervalo [0,1] en n subintervaloes de igual tamafio y calculemos la suma de las
dreas de los rectangulos R;, cuyas bases son las longitudes de los subintervalos l v las alturas son

los valores que asume f en los extremos derechos de cada subintervalo, por ejemplo paran =4y
n=238:

;& x* ¥ x?

/] T I

2 R\.
?\ Rz 5% .
T %
Tenemos . .
. 2 2 2 2 2 N
Stn=4, 3 AR) =220 =1 +3 Q) +i@ +1(D) =F 04687
8 8% _ 51
Sin=38, EA(R,) >oa(E)" =8k ~0.398438
=1
Si dividimos el intervalo [0,1] en n partes iguales tendremos que cada subintervalo es de la forma
(=L, i parai=1,...,ny bt L
. 8 i 3.3, 5;-: !
1 i 174
J==fl=}==(- =1,...
A(R;) nf (n) - (n) parai=1,....n

Observemos que esta divisién del [0,1] divide a la regién S en n subregiones S; y que para cada
i=1,...,nes S; C R; luego

A(S;) < A(R;) parai=1,...,n

y por lo tanto,

7
AN ,
A9 = A< Yam =31 () - A5 @
=1 i1
lan+)@nt+l) m+)0Er+1)
n 6 B 6n* v

n

Notaremos con U, a dicha suma Z A(R;) y llamaremos suma superior de la funcién f asociada a
=1
la divisién del intervalo [0,1] en n partes iguales.
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2°) Volvamos a hacer un trabajo similar al hecho en 1°) pero tomando rectdngulos r;, cuyas bases
son las longitudes de los subintervalos L v las alturas son los valores que asume f en los extremos

n
izquierdos de cada subintervalo, por ejemplo, para n = 4:
q !
0! /

\

3

129 Y
' g 7
o (Viy Uy 3y N *

4
Tenemos para n = 4 que > A(ry) = 3 0y +1 (%)2 +3 (%)2 + 3 (%)2 = £ ~0.21875
i=1
Para n cualquiera, cada r; C Syparai=1,...,n entonces % /{«7 Sy

Alri) < AS) L
/Y
Por lo tanto N . < (/\ X
SA S ABY =AS) T 2 Y 2 @
=1 =1 n
y
n i3 _1. i—1 . L n o .
S A e e P i

i=1 =1 i=1 @_(n ""‘z)"")

1 ) 1n—1)n(2n—-2+1

= Z 2 _ $(" )n (6” )

(n-1)(2n-1) B
6n? -

Ly

n
Notaremos con L, a dicha suma Z A(r;) v 1a llamaremos suma inferior de la funcién f asociada a
i=1
la subdivisién de [0, 1] en n subintervalos iguales.
Por (2) y (3), tenemos entonces que

L, < A(S)<U, VneN

Cada una de las sumas L, y U, es una aproximacién del rea de S que "mejora” a medida que
aumenta n. Estimemos

) . (m+1)(2n+1) . 207 43n+1 1

R - A
-(2n-1 n? —

im L, = lgm(”_l_n__)= lm 2’ —-dntl 1

1—00 n—oo 6n2 00 Gn2 3

Resulta natural decir que
1
S) ==
A(S) 3

Pero, cabe preguntarse si para toda f serd lim U, = lim L, ? o siempre existirdn dichos limites?
n—roo L mad>"]
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Suma superior ¢ inferior de una funcio6n continua.
Sea f : [a,b] — R continua en la, ). Particionamos el [a,d] en n puntos

a:IU<$1<£L‘2<H.<IL‘n,1<xn=’b
g
,I, ;. B PR, )

Yo e Do

b—
De manera tal que cada subintervalo [#;_1, z;] tenga (igual) longitud Az; = z, — Tim1 = a

i=1,...,n

Como f es continua (también, por serlo en [¢,8) en cada [z, 1,z para i — 1,...,n por Tecrema
de Weierstrass existen @, 3; € [2:-y, 7] donde f asume el minimo ¥ el méximo respectivamente en
dicho subintervalo es decir i, Bi € [2;21, 7] tales que

para

fla)) £ flx) Voele,,z]
fB) = f@) Vocls,z]

. ke Ve
U, (f) = ; f(B:) Az suma superior de f {:("‘\j N : o N\‘L‘

L,(f) = Z flew) Az, suma inferior de f N S
i=1 5

Definimos

Teorema: Si f es continua en [a, 5] entonces
i) existen lim U, y lim L,
N—00 n——=+00
i) Ifm U, = lim L,
n—o0 n—oc
Dem: no la hacemos,

Observacién: Sea ¢; € [z:-1, 2], cualquiera, para cada § = 1,...,n se tiene
fles) S fle) < f(B) Vi=1,...,n.
Luego .
Lo(£) <Y fe) Az < Un ()
i=1

Si f es continua en [a, b], por teorema anterior lim U, = lim L, = I sigue que
n-—00 n—oo

n
nlingo Zlf (eyAx; =1

Definicién: Sea f continua y no ngj%?fiva en [a,b] y sea § = {zo)eRa<z<h 0< ¥ < flz)}

definimos AR

A > Fe)an ="y 1 ()

i=

b—a
n

. b—a
cualquiera sea ¢; € [%;1,2;] parai=1,... n con T =a-+1 .

n
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De ahora en més buscaremos obtener resultados que nos permitan un célculo més sencillo que el
procedimiento anterior,

La integral definida.
Las sumas que se obtuvieron en el ejemplo f(z) = 2% en [0,1] son ejemplos de una clase més general
llamada sumas de Riemann.
Definicién: Sea P = {x,z1,..., 7.} un conjunto de puntos de [a,b] tales que a = 2p < 11 < @y <
<o < Tp1 < Tp = b. Decimos que es una particién de [a,B].
Ejemplo:Y: {0, #1, T2, %3, %4} es una particién de [a, blsia=1xp <2 <29 <3< 34=0

1 1 1 i s

: i) VY T P
Definicién: Llamamo?a, b]*gl’cmonjﬁntf) de thlas las parﬁciones posibles de [a, b].

Una particién P € Pla, b] divide al intervalo [a, b] en n subintervalos [z;_1, @) para i =1,... n cuyas
longitudes (no necesariamente iguales entre si) son
Al'i = long([xi_l, il'l]) =T; — X;1

s s . . . b—a
Definicién: Si para una partlmon?e [a,b] se tiene que Ax; =

(puede notars;ﬁ), en ese caso

Vi, decimos que es regular

b—a

T, =a+1 Vi:l,...,n

Definicidén: Sea"fé {zo,21,..., 2.} una particién de Ja,b] v ¢; € [#i-1, ;). Llamamos a la suma

ks

Z f o) Ax; Suma de Riemann de [ en [a,b] asociada a P

i=1
Observacién: Para. f(z) = a* en [0,1], U, y L, son cjemplos de sumas de Riemann asociadas a la
particién regular P,,.
¢(Les parece que funcionars. todo lo hecho en otro ejemplo, si las particiones no fuesen regulares?
Definicién: Llamamos norma de la particion P, al niimero

Pl = méx{ |Az:| : i=1,...,n})

Notas: b
1) Si P es regular ||P|| = 22 Por lo tanto
n

Pl =0 n— o
2} 5i P no es regular, lo anterior no es cierto, por ejemplo en [a,b] = [0, 2] consideramos las particiones

S T PO e 5 P s
2

!
8 {

¥ a } s i
0 th 4 P
375 + { } } t
9 iy Yy A 2

donde |Rll =1y n = 2 Bl =1yn=23; “7?72” =1y n =4y asi podemos agregar tantos puntos
como quisiéramos, sin modificar la norma de la particién.
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Definicién: Sea f : [0,5] - Ry P ¢ Pla,b], P = {z0,21,-..,%,} v sean ¢; ¢ [#i1, 24, para
n

= 1,...,n. Decimos que Il;i”InOZf(cz—)Azi = I siy sélosi Ve >0, 3§ > 0 tal que si Pl <6
-0,

n
entonces | 7 f{¢;)Az; — I| < ¢ independientemente de la eleccién de los G-
=1

Definicién: Sea f : [a,b] — R, decimos que [ es integrable en [a, b] si existe

H%Eoizf“”Axi {fS?
- Yoo e O %]

y en este caso, llamamos a ese nimero integral definida de f desde o hasta b ¥ lo notamos

IPl—0

b n
/f(a:)dacz lim Jlc)Ax;
a i=1
Observacion:

1) f: f{@)dz se conoce también con el nombre de integral de Riemann. (1826-1866).
2) Nombres

funcién integrando variable de integrac
simbolo integral ~ ™ \ () dz
a

cxtremos de integrac

/abf(w)dﬂf=/abf(t)dt=/abf

queriendo significar lo mismo, pues f: f (z) dz es un mimero y no depende de z.
Extendemos la definicién de integral definida para a > by a = b.
Definicién:
Sia>b, [} f(x)de = — [ f(z)da.
Sia=b, [ f(z)ds =0,
Teorema: Si f es integrable en [a, b] entonces

b L w b—a
/af(x)d:z::nlggo;f(a-kz " )(

Dem: Si f es integrable en [a, ], por definicién, las sumas de Riemann tienden a f; f para toda

particién P tal que [|P|| — 0y cualesquiera sean los puntos ¢; elegidos en cada subintervalo. En
. . . b—a .

particular, si tomamos P, regular, seré |P|| = —— = Az; Vi y cuando |P| — 0 & n — co.

n

3) Podemos poner:

, b—a
ademds, z; = a+ 1

parat=1,...,n y podemos elegir ¢; = 2;_1 0 ¢; = ;. O

Nota: Relacién de la integral definida con el drea. No toda integral definida representa un drea.

- 8i f(z) > 0 en [a,b] y f es integrable entonces f: f(x)dz = A(S) donde § = {(z,9) :a <z <
b, 0 <y < fz)}

- Si no, por ejemplo v

CN £

o \Qzéék/ L
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f: J(z)dr = A1 — A,, donde A, es el 4rea de la regién por debajo de la Gy y por encima del eje z,
donde f es positiva y A, es el drea de la regién por debajo del eje = y por encima de la G 1, donde f
es negativa.

Condiciones necesarias y suficientes de integrabilidad.

Teorema (Condiciones suficientes de integrabilidad): Si f es continua o ménotona en (@, b]
entonces es integrable.

Dem: no la hacemos.

Ejemplo: Calcular f03 (#® — 5z} dz. Sea f(z) = 2% — 5z es continua por tanto integrable. Por teorema
anterior es

? 3N, (3Y L 3 (/3\* /3
[ = 232 (9) - m % () () -

=1

L (2T N, 4B

=1 i=1

— lim (zn(n+1)(2n+1) _fi_5n(n+1}) -

n3 6 n? 2

= lim g(n+1)(2n+1)_é§(n+l) :9—4—5:—2Z no es un areal!

—00 Tl2 2 n 2 2
N2 Nl

Teorema (Condicién necesaria de integrabilidad): Si f es integrable en [a,b] entonces f es
acotada en [a,b]. Es decir, existe M > 0 tal que |f(z)] < M Yz € [a,b).
El teorema nos dice que si f no es acotada en [a,B] no es integrable. Por ejemplo

f(x):{ % z € (0,1]
0

z=0
no es integrable en [0, 1].
Fl reciproco del teorema anterior no es cierto. Es decir,
f acotada = f integrable
Por ejemplo: Funcién de Dirichlet f : [0, 1] — R definida por

1 size
f(x):{o siz ¢ Q

no es integrable aunque acotada, en efecto, U,(f) = 3 l=nl=1yL(H=X 10 = 0 luego
izt i=1

lim U, # lim L, por lo tanto f no es integrable aunque acotada | f(z)| < 1Vz.

N—00 n—00

Propiedades de la integral definida.
Teorema: Sean f y g integrables en [a,b]. Entonces:
a) f:cdmtc(b—a) Ve € R.
b) [, (f+9)(@)dz = [* f(e)de+ [*g(z)dx (lincalidad)
c) f; cf (z)dz = cf: fz)de VceR (homogeneidad)
O [, —g) @) da= [} f (z)dz— [ g(z) de
e) fabf (z)de = ["f(z)ds + fcbf (z) dx cnalquiera sea. ¢ y siempre que exista rfo fcbf
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Dem: a) Como f(x) = c es continua, es integrable en [a,b], sea P, una particion regular y
n nob—a
¢ € [Tii1,Z4), h’m Z o)A = Z c =c(b—a).

b) Sabemos que f flz)dx = A hﬁn Z b (cz) Az; =1 (1) y que f g(z)dz = ||113i||n~1>0i g(d) Az, =
I (2). B
Queremos ver que fab(f(:c + g(x))dxr = lim Z(f (r) + g(ri))Az; = I + I (3) independien-

IPl—
temente de la eleccién de los ry € [zi_1, 2.
€

Sea ¢ > 0, consideremos &' = —

Por (1) existe 8 > 0 tal que si [P} < & = |5 f(e) Az — I
i=1

e .
< 5 cualesquiera sean

¢ € [z, Tl

Por (2) existe 62 > 0 tal que si [|P]| < 2 = |>_g(di) Az;— 1y
i=1

d; € [zi-1, 7]
Tomando § = min (§;,d;) tenemos que si P es una particién tal que ||[Pi| < §, entonces

€ .
< —, cualesquiera sean
27

€ . £

i=1
3 z €
=
tomando ¢; = d; = r; € [Ts-1,%;] y sumando miembro a miembro se tiene

n
I1+Ig——£<Z(f(r,-)—l—g(n))&xi<11+I2+6
i=1
o sea

Sy +gr) Az~ (h+ L) <e¢
i=1

v luego vale (3).
¢) ejercicio de préctica
d) se deduce de b) y ¢), queda como ejercicio.

o ‘ I !
e) 1°casora<ec<b. PR G 2 3

Sabemos que f flx)dz = A hlm Z J(c;) Az;. Sea P = {zg,...,Zn} una particién de [a, 8] tal

que zx, = ¢. Llamamos P; = {0, .. ,xk} ¥ Pa = {&y, ..., T, } que seran particiones de [a,c] y de
e, b] respectivamente y Py U Py = P
Es claro que si [|P)j — 0 también ||Pi|| = 0y ||Pef| — 0.

Renombremos los puntos de Pa = {to, ...,tm}, m =n —k, o = Tk = ¢, tm = Thtm = Tn = b.
Entonces
b n
/f(w)d;c = lim Zf( YAz; = lim (Zf(q A:cl—l—Zfal)Aa:@)
. IPI—0 & P o
L Lo

I

Zf(cl)Ax,+ lim Zf(c)At

IW’ lI =0
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con ¢ € [t;_1,%]. Si existe alguno de los limites L; o L, entonces existe el otro y vale

b c b
[rfr]s
a a [+
2° caso: ¢ < a < b. Por 1° caso,

oL fom o[ o= [o= [ [ s

3° cago: a < b < ¢ Se demuestra de manera ansloga al 2°. g
Ejemplos: 34
1) Sea f definida en [a,d] por _
f(m):{k siz=c L S 'T
0 siz#ec .
t + &) 4 7
para ¢ € [a, b]. Probar que f: f =0. Para toda P se tiene que I o c wo ¥

0= JAz; <1 A <|P
—gf((;) “ dundeme;éc ” ”
Luegosi [P = 0= 3 f(c:) Az » 0= [° fla)dz =0
i=1

2) Sea f continua en [z; b] excepto en ¢ donde tiene una discontinuidad evitable.

Yaudd 3

; A
¥he
Kt '
|
H { 1 H >
¥ L v N
. - b A

-

Entonces podemos definir g continua en [a, 8] y por tanto integrable,

g(x):{ f=) siz#c

lim f(z) siz=c

T—C

entonces
siz #c¢

0
f(x)-g(x)={ fle) ~lim f(a) siz=c

Luego por 1) resulta f — ¢ integrable y f:( [ —9) =0, ademds por prop b) y teniendo en cuenta que
f={(f—g)+ g resulta f integrable y

/abf=/ab(f—g)+/:g=fabg

3} Repitiendo este razonamiento, se puede probar que si f tiene un niimero finito de discontinuidades
evitables, f es integrable.

Definicién: Se dice que f es seccionalmente continua en [a,b], si f tiene un ndmero finito de
discontinuidades en [a, b], del tipo evitable o del tipo salto finito. Fs decir, existe una particién P de
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[a,b] tal que f es continua en cada subintervalo abierto de P y existen los limites laterales para cada
uno de los extremos de los subintervalos.

¥

—t 45
& ® Nz T’:; b %

Teorema (Condicién suficiente de integrabilidad): Si f es seccionalmente continua en [a,b]
entonces f es integrable en [a,b]. Ademés

b i T S;.Q”A’\, \"({,—'Yn“
z)dr = t)dt
/a fla) Z;/m,,,l /0 Lo PIG‘) At -
e 4 e ‘L:;
Propiedades de orden de la integral definida. dey e la |
Teorema: Sean f, g integrables en [a, b]. Entonces
a) si f(z) > 0 en [a,0] = [’ f(z)dz >0
b) si f(z) > g(z) en [a,b] = fabf(a:)d:c > fabg(z)daz
¢)sim< f@) < Menio,b =mh—a) < fff(z)dz <M(b—a)

d) | [} f@)ds| < [217(@) de

Dem: a) f integrable entonces f: flz)dz = ||11:'i||1n02f(ci) Az; Ye; € -1, 2] Pero f(c:) > 0,
—04=1
Az; > 0 Vi luego zn:f(ci)Azi > 0 para toda particién y por tanto ”—,:lal’umozf(c") Azx; =
i=1 —0;21
f: flz)dz > 0.
b) Sea h(x) = f(z) — g(x), como f y g son integrables es h integrable v h(z) > 0 luego por a
0 Th=[1~ [l
¢) ejercicio practica.
d) Sabemos que — |f] < f < |f] Tuego por b) es — [ [f| = [~ |11 < [* f < f?1/]
por lo tanto f: f(:l;)d:c’ < f:]f($)| dz O

Na

f=

Definicién: Sea f integrable en [a,b], se define el valor promedio (o valor medio) de f en [a,b] &
nimero

1 b
VP(f):m/a f(z)dz
Nos preguntamos, existe algiin € € [a,b] para el cual f(£) sea el VP(f 3?7

Teorema del Valor Medio para el cdlculo integral: Sea f continua en [a, b]. Entonces existe
€ € [a,b] tal que f(€) = VP(f). Es deeir,

F(E)b—a) = / f(x)da

Dem: gjercicio de préctica.
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